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AVANT-PROPOS 


Le  Traité  de  géométrie  descriptive  dont  nous  donnons 
aujourd'hui  une  édition  nouvelle,  a  été  étudié  surtout  au 
point  de  vue  de  l'art  du  trait  et  des  applications  pratiques 
de  la  science  aux  arts  des  constructions  et  du  dessin. 

Ce  n'est  pas  que  nous  pensions  que  la  géornétrie  des- 
criptive doive  uniquement  se  borner  aux  tracés  et  ne 
puisse  avoir  d'autre  but  que  de  représenter  graphiquement 
les  résultats  obtenus  par  l'analyse  algébrique. 

Nous  croyons  au  contraire,  après  Monge,  Hachette, 
Carnot,  Poncelet,  Dupin  et  d'autres  savants  illustres,  que 
la  puissance  de  la  géométrie  descriptive,  bornée  dans  les 
questions  de  relation  métrique.,  est  sans  égale  dans  les 
questions  de  forme  et  de  relation  de  position. 

Mais  nous  ne  jugeons  pas  utile  de  rouvrir  ici  une  dis- 
cussion déjà  ancienne  que  M.  de  la  Gournerie  a  résumée 
avec  une  grande  impartialité,  et  avec  la  haute  autorité  que 
lui  donne  sa  science  de  géomètre  appuyée  sur  la  science  de 
l'ingénieur,  dans  le  remarquable  discours  qu'il  a  prononcé, 
au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  à  l'ouverture  du  cours 
de  géométrie  descriptive  (*). 

Nous  avons  voulu  borner  notre  travail  à  Y  Art  du  trait,  et 
nous  nous  sommes  surtout  occupé  des  questions  de  relation 
de  position,  qui  peuvent  être  utiles  aux  ingénieurs  pour  se 
rendre  compte  de  la  forme  des  ouvrages  qu'ils  ont  conçus 
et  des  moyens  de  les  exécuter,   aux  dessinateurs  pour  re- 


*  Discours    sur    l'art  du   trait  et   la   géométrie   descriptive   prononcé  !• 
14  novembre  1854,  imprimé  chez  Gauthier-Villars. 
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présenter  sur  le  papier,  d'une  manière  facile  et  correcte, 
les  conceptions  des  ingénieurs. 

Les  deux  premiers  volumes  sont  le  développement  des 
leçons  que  nous  faisons  depuis  plusieurs  années  dans  les 
lycées  Saint-Louis,  Louis-le-Grand  et  au  collège  RoUin, 
dans  le  but  de  préparer  les  candidats  aux  examens  pour 
l'École  polytechnique,  l'École  normale  et  l'École  centrale, 
et  aussi  dans  le  but  de  les  préparer  à  suivre,  plus  tard,  les 
cours  de  ces  écoles. 

Le  premier  volume  renferme  la  ligne  droite,  le  plan,  les 
polyèdres. 

Le  second  volume  renferme  les  cônes  et  cylindres  et  les 
surfaces  du  second  degré  de  révolution. 

Nous  compléterons  plus  tard  l'étude  des  surfaces  et  de 
leur  représentation 


PRÉFACE 


L'édition  de  la  première  partie  de  notre  Traité  de 
géométrie  descriptive,  que  nous  présentons  aujourd'hui 
aux  professeurs  et  aux  élèves,  diffère  entièrement  des 
précédentes. 

L'ouvrage  a  été  profondément  modifié,  d'après  les 
idées  dont  nous  donnons  ici  un  aperçu, 

1°  M.  le  colonel  Mannheim,  le  savant  professeur  de 
géométrie  descriptive  de  l'Ecole  polytechnique,  a  fait 
observer  depuis  longtemps  que  la  ligne  de  terre  n'a 
aucun  emploi,  aucune  utilité  dans  les  applications,  et 
qu'il  est  avantageux  de  ne  pas  habituer  les  élèves  à 
s'en  servir. 

L'usage  de  cette  ligne  entraîne  la  fixité  des  plans  de 
projection,  contraire  aux  indications  de  la  pratique;  il 
conduit  à  définir  les  plans  par  leurs  traces,  qu'on  ne 
considère  jamais  dans  les  applications  ;  il  introduit  un 
grand  nombre  de  cas  particuliers  qui  n'ont  aucune  uti- 
lité, qui  créent  aux  débutants  des  difficultés  sans  intérêt, 
capables  de  les  détourner  de  l'étude  de  cette  science  si 
intéressante  et  si  nécessaire  à  tous  les  ingénieurs. 

Au  contraire  les  solutions,  les  constructions  obte- 
nues sans  son  emploi  se  présentent  sous  des  formes 
générales  s'appliquant  toujours  de  la  même  manière. 
//  n'y  a  plus  de  cas  particuliers. 

L'éminent  professeur  a  donc  supprimé  de  son  ensei- 
gnement tout  tracé  comportant  des  plans  de  projection 
fixes  avec  ligne  de  terre;  nous  appliquons  cette  dispo- 
sition dans  les  épures  que  nous  donnons  aux  élèves  de 
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l'Ecole  polytechnique;  nous  l'avons  introduite,  avec 
succès,  depuis  plus  de  dix  ans,  dans  nos  cours  prépara- 
toires, et  nous  pensons  qu'il  est  utile  de  développer 
dans  cet  esprit  la  première  partie  de  ce  cours  qui  con- 
tient toutes  les  méthodes  de  la  géométrie  descriptive. 

2°  Nous  insistons  à  plusieurs  reprises  sur  le  carac- 
tère pratique  que  doit  avoir  renseignement  de  la  géo- 
métrie descriptive,  et  sur  la  nécessité  de  conserver 
dans  les  figures  la  notion  de  la  verticale  réelle,  de  la 
direction  de  la  pesanteur. 

Il  n'y  a  donc  qu'une  seule  direction  pour  le  plan 
horizontal,  et  nous  rejetons  les  changements  de  plan 
horizontal.,  changements  que  la  pratique  remplace  par 
des  rotations. 

3°  Nous  proscrivons  d'une  manière  absolue  la  con- 
vention inacceptable  des  surfaces  sans  épaisseur, 

4°  Nous  insistons  sur  la  nécessité  absolue  (contraire- 
ment à  ce  qu'on  professe  trop  souvent)  de  s'habituer  le 
plus  tôt  possible  à  comprendre  la  position  et  la  forme 
des  figures  dans  l'espace.  L'ingénieur  conçoit  et  voit 
dans  l'espace  les  objets  qu'il  veut  faire  exécuter,  et  ce 
n'est  qu'ensuite,  et  précisément  parce  qu'il  les  voit 
dans  l'espace,  qu'il  peut  les  définir  par  les  projections. 
L'ouvrier,  l'artiste  chargé  de  l'exécution  doit  voir 
d'après  les  projections  les  formes  réelles;  et  cela  est  si 
vrai  qu'on  joint  souvent  aux  projections  des  perspec- 
tives destinées  à  les  faire  comprendre;  et  nous  ajoute- 
rons même  que  nous  regrettons  qu'on  n'introduise  pas 
dans  les  cours  élémentaires  quelques-uns  de  ces  tracés 
perspectifs  simples,  faciles  et  qui  intéresseraient  beau- 
coup les  élèves. 

Nous  ajouterons  une  dernière  observation  : 

5°  On  a  pris  l'habitude  de  proposer,  dans  certains 
concours,  des  sujets  d'épuré  dans  lesquels  les  solides 
sont  simplement  définis  par  leurs  projections  horizon- 
tales et  les  cotes  des  divers  points. 
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C'est  la  représentation  régulière  par  projection  cotée  ; 
mais  nous  redoutons  de  voir  introduire  dans  l'esprit 
des  élèves  une  confusion  regrettable  :  on  peut  bien 
représenter,  par  une  projection  cotée,  des  solides  sim- 
ples, polyèdres,  cônes,  cylindres ,  pour  lesquels  un 

petit  nombre  de  cotes  suffît;  mais  on  ne  peut  songera 
définir  ainsi  des  solides  de  forme  compliquée,  tels  que 
des  édifices  ou  des  machines;  la  double  projection 
s'impose.  D'ailleurs,  on  admet  dans  ces  épures  l'emploi 
de  plans  verticaux  auxiliaires,  et  cette  géométrie  cotée 
n'est  qu'une  application  des  procédés  et  des  méthodes 
de  la  double  projection. 

Nous  avons  traité  tous  les  problèmes  de  chaque  cha- 
pitre dans  ce  système,  et  nous  y  trouvons  l'avantage  de 
confirmer  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  conservation  de 
la  direction  du  plan  horizontal.  Mais  il  est  important 
de  ne  pas  faire  de  confusion  avec  la  méthode  des  projec- 
tions cotées,  qui  s'applique  dans  des  cas  bien  déterminés 
pour  lesquels  l'emploi  d'une  projection  verticale  auxi- 
liaire serait  impossible,  de  manière  que  dans  cette 
méthode  toutes  les  longueurs,  toutes  les  cotes,  tous  les 
angles  se  déduisent  de  calculs  et  non  de  constructions. 

Nous  avons  consacré  à  cette  méthode  un  chapitre 
spécial,  dans  lequel  nous  avons  traité  les  principaux 
problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  et  au  plan. 

Telles  sont  les  idées  qui  nous  ont  guidé  dans  la 
rédaction  de  cet  ouvrage,  et  nous  pensons  avoir  fait 
une  œuvre  utile  aux  futurs  ingénieurs  civils  ou  mili- 
taires. 

Août  1901. 


NOTE  POUR   LES  ÉLÈVES 


Nous  engageons  les  élèves  qui  veulent  apprendre  la  géo- 
métrie descriptive,  non  seulement  à  reproduire  les  figures 
qu'ils  trouvent  dans  le  livre,  mais  à  refaire  d'eux-mêmes 
les  constructions  sur  d'autres  données;  il  est  très  instructif 
de  faire  sur  le  plan  vertical  les  constructions  rapportées  au 
plan  horizontal  dans  le  livre;  puis  il  faut  changer  les  dispo- 
sitions de  la  figure  et  répéter  les  constructions  en  appli- 
quant toujours  les  mêmes  méthodes. 

La  géométrie  descriptive  s'apprend  surtout  par  le  crayon, 
et  les  élèves,  en  prenant  des  données  au  hasard,  rencon- 
treront de  petites  difficultés  d'exécution  qu'ils  doivent 
s'habituer  à  surmonter  sans  modifier  les  données. 

Ensuite  il  est  nécessaire  de  faire  des  épures;  on  a  trop  de 
tendance,  en  se  contentant  de  croquis,  à  forcer  la  direction 
des  lignes  de  manière  h  faciliter  les  tracés.  L'épure  oblige 
à  opérer  rigoureusement;  en  outre,  il  est  trop  difficile, 
surtout  pour  les  commençants,  de  tracer  des  croquis  assez 
exactement  pour  représenter  les  corps  solides  avec  leurs 
formes  réelles;  l'épure  seule  peut  les  montrer  et  permettre 
à  l'élève  de  se  rendre  compte  de  leur  aspect  et  de  leur 
situation  dans  l'espace. 

Nous  renvoyons  pour  les  épures  h  notre  recueil  dépures 

qui   renferme   des  exemples  avec   données   numériques  de 

tous  les  cas  intéressants. 

A.   J. 


ÉLÉMENTS 
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GÉNÉRALITÉS 

1.  Déiiiiitioii.  —  La  Géométrie  descriptive  a  pour  but 
de  représenter  par  un  dessin  fait  sur  une  feuille  de  papier 
plane  les  Corps  solides  de  l'Espace.  Ce  dessin  doit  montrer 
les  formes  sous  lesquelles  on  voit  ces  Corps  solides,  doit 
permettre  de  prendre  sur  ces  Corps  des  mesures  de  lon- 
gueurs ou  d'angles,  afin  de  résoudre  graphiquement  tous 
les  problèmes  qui  les  concernent. 

Pratiquement,  la  Géométrie  descriptive  doit  habituer  à 
passer  facilement  des  réalités  de  l'Espace  à  la  représentation 
sur  un  plan  des  Corps  solides.  Le  dessin  qu'elle  trace  doit 
permettre  de  se  rendre  compte  exactement  des  formes,  des 
dispositions  des  Corps,  et  il  faut  dès  l'origine  s'exercer  à 
cette  intelligence  de  la  situation  des  figures  afin  de  pouvoir 
ensuite  tracer  des  dessins  qui  feront  comprendre  à  d'autres 
personnes  la  forme  des  objets  réels  ou  la  forme  de  ceux 
qu'on  aura  conçus  et  projetés  avant  leur  exécution  maté- 
rielle. 

2.  Projection*  Position  du  spectateur.  —  Cette 
représentation  se  fait  au  moven  d'une  projection. 

Si  l'on  abaisse  d'un  point  A  de  l'Espace  une  perpendi- 
culaire sur  un  plan,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  est  la 
projection  orthogr^nale  du  point  sur  ce  plan.  Le  perpendi- 
culaire est  la  projetante  du  point.  On  voit  immédiatement 
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que  tous  les  points  situés  sur  cette  perpendiculaire  se  pro- 
jetteront au  même  point  du  plan. 

On  peut  imaginer  qu'on  ait  ainsi  projeté  tous  les  poinis 
d'un  Corps  solide;  l'ensemble  de  toutes  ces  projections  qu'on 
pourra  réunir  par  des  lignes,  comme  on  réunirait  entre  eux 
les  points  d^i  Corps  solide,  constituera  la  projection  du 
Corps  sur  le  plan. 

On  admettra  que  cette  projection  est  regardée  par  un 
observateur  placé  au-dessus  du  plan,  à  distance  infinie,  de 
manière  que  tous  les  rayons  visuels  menés  de  l'œil  de 
l'observateur  aux  différents  points  de  la  projection  sont 
perpendiculaires  au  plan,  et  sont  par  conséquent  représentés 
par  les  projetantes. 

Il  résulte  de  cette  hypothèse  que  tous  les  points  d'une 
perpendiculaire  au  plan  de  projection  seront  sur  le  même 
rayon  visuel  et  seront  vus  au  même  point. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  de  projection  se  déplace  en 
restant  parallèle  à  lui-même,  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  sur  tous  ces  plans  parallèles  successifs  restera  la 

même,  par  conséquent  l'ob- 
servateur verra  toujours  la 
même  image,  la  même  pro- 
jection, quelle  que  soit  la 
situation  du  plan  de  projec- 
tion. Donc,  la  forme  de  la 
projection  ne  changera  pas 
quand  on  déplacera  parallè- 
lement à  lui-même  le  plan 
de  projection. 

Supposons  donc  ce  plan 
dans  une  situation  détermi- 
née P  ;  nous  pourrons  recons- 
tituer le  solide  de  l'espace,  si 
nous  connaissons  la  projec- 
^      .  tion  de  ce  solide  et  les  dis- 

rig'.    I. 

tances  des  difTérents  points 
au  plan  de  projection.  Ainsi  on  aura,  dessiné  sur  le  papier, 
un  ensemble  de  lignes  tel  que   ahc...    (fig.  1). 


GENERALITES  H 

On  élèvera  iui  point  a  une  perpendiculaire  au  plan  «-gale 
à  la  distance  du  point  A  au  plan  P,  l'extrémité  de  cette 
perpendiculaire  sera  le  point  A;  on  élèvera  au  point  h  une 
perpendiculaire  au  plan  égale  à  la  distance  du  point  B  au 
plan...;  l'ensemble  des  points  A  et  B  constituera  le  solide. 

Si  nous  changeons  la  position  du  plan  de  projection  en  le 
maintenant  toujours  parallèle  à  lui-même,  les  distances  des 
points  à  ce  plan  varieront  toutes  d'une  même  longueur 
égale  à  l'écartement  des  deux  plans,  mais  la  différence 
entre  ces  distances,  c'est-à-dire  la  différence  entre  ka  et 
B/>  ou  entre  Aa,  et  BZ>j  restera  constante.  C'est  cette  diffé- 
rence qui  caractérisera  la  position  relative  des  points  AB. 

3.  Plan  liorîzoïital.  Projetantes.  —  Tous  les 
corps  solides  que  nous  aurons  h  dessiner  sont  soumis  à 
l'action  de  la  pesanteur;  nous  pouvons  supposer  appliquée 
en  chacun  de  leurs  points  une  verticale  représentant  la 
composante  de  la  pesanteur  pour  chacun  de  ces  points;  nous 
trouvons  ainsi  une  indication  pour  la  direction  des  lignes 
projetantes  qu'il  convient  de  choisir  verticales  et  pour  la 
direction  du  plan  de  projection  que  nous  choisirons  hori- 
zontal, c'est-à-dire  perpendiculaire  à  la  direction  du  fil  à 
plomb. 

4.  Cotes*  —  Nous  représenterons  donc  les  corps  solides 
par  leur  projection  horizontale  sur  un  plan  horizontal,  et 
par  leurs  distances  à  ce  plan  horizontal,  distances  que  nous 
appellerons  des  cotes.  Comme  résumé  de  tout  ce  que  nous 
venons  de  dire  :  l'observateur  sera  supposé  à  l'infini  au- 
dessus  du  plan  horizontal  ;  tous  les  points  d'une  même 
ligne  verticale  auront  la  même  projection  horizontale;  la 
forme  de  cette  projection  horizontale  ne  changera  pas  si 
l'on  place  le  plan  à  différentes  hauteurs;  et  aussi  la  diffé- 
rence de  cotes  entre  les  divers  points  restera  toujours  la 
même,  quelle  que  soit  la  hauteur  de  ce  plan  horizontal. 

5.  Projections  cotises.  —  Pratiquement,  après  avoir 
tracé  sur  une  feuille  de  papier  toutes  les  lignes  dont  l'en- 
semble peut  figurer  la  projection  horizontale  du  corps 
solide,  nous  mesurerons  avec  un  mètre  les  distances  de  cha- 
cun  des  points   du  corps    solide   à  un  plan  de   projection 
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horizontal  déterminé,  et  nous  inscrirons  sur  la  projection, 
à  coté  de  chaque  point,  un  nomhre  indiquant  la  cote 
mesurée.  Xous  pourrons  même  supposer  que  le  plan  hori- 
zontal passe  par  l'un  des  points  qui  aura  une  cote  nulle,  et 
nous  inscrirons  la  différence  de  cote  entre  ce  point  et  les 
autres.  Nous  obtiendrons  une  définition  du  corps  solide  par 
la  méthode  dite  des  projections  cotées. 

6.  Emploi  d'une  projection  auxiliaire.  Ligue 
de  Terre.  —  Autrement,  au  lieu  d'inscrire  les  nombres 
qui  font  connaître  la  grandeur  des  cotes,  nous  pouvons  des- 
siner sur  la  même  feuille  de  papier,  ou  sur  une  autre,  des 
lignes  qui  représentent  les  longueurs  de  ces  cotes  ou  de  ces 
différences  de  cotes,  en  indiquant  pour  chacune  de  ces  lignes 
le  point  auquel  on  doit  l'appliquer,  et  nous  aurons  encore 
un  moyen  de  reconstituer  le  corps  solide. 

Ce  procédé  ainsi  défini  est  d'une  application  difficile; 
mais  on  à  soin  de  dessiner  chaque  longueur  sur  une  ligne 
partant  du  point  même  auquel  elle  s'applique,  de  manière 
à  éviter  toute  chance  d'erreur.  De  là  l'emploi  d'une  seconde 
projection  auxiliaire  de  la  première. 

On  a  opéré  de  la  manière  suivante  :  On  sait  qu'une  lon- 
gueur, comptée  sur  une  ligne  parallèle  à  un  plan,  se  projette 
sur  ce  plan  suivant  une  longueur  égale.  Toutes  les  cotes 
dont  on  veut  représenter  les  longueurs  sont  comptées  sur 
des  perpendiculaires  au  plan  horizontal,  c'est-à-dire  sont 
verticales;  on  les  projette  sur  un  plan  qui  leur  est  parallèle 
et  qui  est  alors  un  plan  vertical. 

Ainsi  (fig.  2),  on  prendra  un  plan  vertical  dont  la  situation 
est  arbitraire,  coupant  le  plan  horizontal  suivant  une  ligne 
orientée  d'une  manière  quelconque  et  qu'on  nomme  la 
ligne  de  terre;  on  projette  sur  ce  plan  la  longueur  Ka  (\m 
représente  la  cote  du  point  A.  Le  point  A,  situe  dans  le  plan 
horizontal,  se  projette  sur  la  ligne  de  terre  en  un  point  a,  ie 
point  A  se  projette  en  a  \  a  y.  est  la  longueur  de  la  cote  du 
point  A  et  égale  à  ka.  On  projette  de  même  \M>  en  [î//=r=BA. .. 
L'ensemble  de  toutes  les  projections  ah...  constituera  une 
projection  du  corps  solide  sur  un  plan  vertical  ou  projection 
verticale  auxiliaire.  On  pourra  prendre  un  autre  j)hin  vcrli- 
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cal  différent  du  premier,  la  l'orme  de  la  projection  changera, 
mais  les  longueurs  des  cotes  telles  que  a'y.  et  //(î  resteront 
les  mêmes. 

Remarquons  que  les  ligures  ka%a  ,  Bb^b'...  sont  des  rec- 


'7*  î' 


tangles,  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  hori- 
zontal et  au  plan  vertical,  par  conséquent  à  la  ligne  de  terre, 
et  que  les  lignes  aa,  a'a,  b^,  b'^...  sont 
toutes  perpendiculaires  à  cette  ligne  de 
terre. 

7.  Epure.  —  Maintenant,  supposons 
que  ce  plan  vertical  soit  une  feuille  de 
papier,  nous  convenons  de  faire  tourner  î;~«i 
cette  feuille  de  papier  autour  de  la  ligne  | 

de  terre  pour  la  rabattre  sur  la  feuille 
de  papier  sur  laquelle  est  dessinée  la 
projection  horizontale;  les  lignes  aa  et 
a'oc  toutes  deux  perpendiculaires  à  la 
ligne  de  terre  viendront  se  prolonger, 
de  même  les  lignes  b^  et  b'^  se  prolon- 
geront; et  nous  aurons  une  feuille  de  dessin  disposée  de  la 
manière  suivante  (fig.  3)  :  la  projection  horizontale  sera  un 


Fig.  3. 
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ensemble  de  lignes  et  de  points  tel  que  ah...  Nous  figurons 
la  ligne  de  terre  L  T,  nous  traçons  des  perpendiculaires  à 
cette  ligne  passant  par  les  points  ab...  et  nous  portons  sur 
ces  perpendiculaires  à  partir  de  la  ligne  de  terre  des  lon- 
gueurs a'a,  />'[5  égales  aux  longueurs  qui  représentent  les 
cotes  des  points  AB...  de  l'espace.  Les  longueurs  représen- 
tatives des  cotes  sont  donc  bien  placées  sur  des  lignes 
partant  des  points  auxquelles  elles  doivent  s'appliquer.  En 
même  temps,  nous  pouvons  joindre  les  points  ab' ...  projec- 
tions des  points  AB...  sur  ce  plan  vertical,  et  nous  obtenons 
une  seconde  projection  du  corps  solide  pouvant  montrer  un 
autre  aspect,  une  autre  forme  de  ce  corps,  et  aidant  à  com- 
pléter sa  représentation. 

C'est  en  cela  que  consiste  la  représentation  par  double 
projection  orthogonale  sur  deux  plans  rectangulaires,  et 
lensemble  des  deux  projections  constitue  l'épure  du  corps 
solide.  Mais,  en  général,  nous  considérerons  la  projection 
horizontale  comme  la  projection  principale,  et  la  projection 
verticale  comme  une  projection  auxiliaire  uniquement 
consacrée  à  faire  connaître  les  cotes  ou  les  différences  de 
cotes  des  divers  points. 

8.  8eii!4  des  cotes.  Epure  simplifiée  proje- 
tante. —  Il  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  nous  avons  dit  (2), 
que  l'on  peut  toujours  imaginer  le  plan  horizontal  placé 
au-dessous  de  tous  les  points  qu'il  s'agit  de  figurer,  et  que 
par  conséquent  toutes  les  cotes  seront  dans  le  même  sens; 
on  les  comptera  donc  sur  les  projetantes  à  partir  de  chaque 
projection  verticale,  entre  cette  projection  et  la  ligne  de 
terre.  Si  nous  abaissons  le  plan  horizontal,  toutes  les  cotes 
augmenteront  d'une  même  quantité,  la  projection  verticale 
s'écartera  de  la  ligne  de  terre.  Sans  changer  de  forme, 
elle  viendra  par  exemple  en  a\b\\  inversement  elle  s'en 
rapprochera  si  les  cotes  diminuent,  c'est-à-dire  si  l'on  élève 
le  plan  horizontal;  et  toujours  les  différences  de  cotes 
resteront   les  mêmes. 

Or  ce  sont  ces  différences  de  cotes  qui  caractérisent 
la  position  relative  des  points  dans  l'espace;  nous  ne  chan- 
gerons  donc    pas    ces   positions   relatives,    et    par   suite    la 
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forme  du  corps  solide  auquel  ces  points  appartiennent,  en 
laissant  indéterminée  la  hauteur  du  plan  horizontal;  nous 
n'avons  aucun  intérêt  à  donner  h  ce  plan  une  position  fixe. 
Alors  nous  ne  tracerons  pas  la  ligne  de  terre,  intersection 
du  plan  vertical  avec  le  plan  horizontal;  la  direction  seule 
de  cette  ligne  sera  définie,  puisqu'elle  est  perpendiculaire 
aux  lignes  qui  joignent  les  deux  projections  de  chaque  point 
et  qu'on  nomme  projetantes  (3). 

L'épure  se  présentera  sous  la  forme  (fig.  4) 

Remarquons  comme  premier  avantage  de  cette  manière 
d'opérer  la  facilité  que  nous  aurons  pour 
disposer  convenablement  le  dessin;  s'il 
arrive  que  les  deux  projections  se  super- 
posent en  partie,  on  allongera  toutes  les 
projetantes  de  la  même  quantité,  de  ma- 
nière à  séparer  complètement  les  projec- 
tions; s'il  arrive,  au  contraire,  que  l'une 
de  ces  projections  sorte  des  limites  du  pa- 
pier, on  l'y  fera  rentrer  en  raccourcissant 
toutes  les  projetantes.  ^,.^^   ,^ 

D'ailleurs,  la  géométrie  descriptive  étant 
une  science  pratique,  nous  allons  montrer  par  un  exemple 
que  c'est  ainsi  qu'on   dispose  les  figures  dans  les  applica- 
tions. 

9.  Echelle.  —  D'abord  il  est  évident  que  nous  ne  pour- 
rons représenter  les  lignes  qui  joignent  les  difTérents  points 
d'un  objet  par  des  longueurs  réellement  égales  à  celles  de 
ces  lignes. 

Ainsi  un  édifice  ne  pourra  être  figuré  en  donnant  aux 
lignes  leurs  véritables  longueurs.  On  devra  les  réduire  dans 
un  certain  rapport  et  tracer  une  figure  semblable  à  la  figure 
réelle.  Le  rapport  entre  la  longueur  réelle  d'une  ligne  dans 
l'espace  et  la  longueur  de  la  ligne  qui  la  représente  sur  le 
dessin,    se   nomme  l'échelle  du  dessin. 

1 
Ainsi  l'on  dit  qu'un  édifice  est  dessiné  à  l'échelle  de  j,,^, 

cela  veut  dire  qu'une  longueur  de  1   mètre  est  figurée  par 
l  centimètre. 
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10.  Exemple  du  cléplacenient  parallèle  du 
plau  liorîzontal.  — Ceci  posé,  nous  avons  fait  le  dessin 

1 
d'ensemble  de  l'édifice  à  l'échelle  de  -rj-^  ;  il  est  tout  naturel 

de  prendre  le  sol  sur  lequel  il  est  posé  comme  plan  ho- 
rizontal. Ensuite  nous  voulons  étudier  en  détail  la  disposi- 
tion d'une  fenêtre  du  premier  étage;  il  sera  commode  de 
faire  de  cette  fenêtre  une  figure  plus  grande,  afin  de  faciliter 
l'étude  des  détails;  nous  augmenterons  l'échelle,  en  la  por- 

,     1         . 
tant,  par  exemple,  à  j^.  Si  la  fenêtre  est  placée  à  6  mètres 

au-dessus  du  sol,  nous  laisserons  donc  sur  notre  feuille  de 
papier  60  centimètres  vides  au-dessous  du  dessin  de  cette 
fenêtre  pour  figurer  l'espace  de  6  mètres  compris  entre  la 
fenêtre  et  le  sol  ;  si  la  fenêtre  du  second  étage  esta  10  mètres 
au-dessus  du  sol,  nous  devrons  donc  pour  étudier  cette  fe- 
nêtre laisser  1  mètre  en  bas  du  dessin  sur  la  feuille  de  papier. 
Non,  évidemment,  nous  supprimerons  ces  espaces  perdus 
en  élevant  dans  le  premier  cas  le  plan  horizontal  de  6  mètres, 
dans  le  second  cas  de  10  mètres,  et  la  forme  des  fenêtres  ne 
changera  pas.  Nous  ne  fixerons  donc  pas  la  position  de  la 
ligne  de  terre  et  nous  placerons  notre  projection  verticale 
de  la  manière  la  plus  commode. 

11.  Changement  de  plan  vertical.  —  Nous  avons 
dit  (6)  que  ce  plan  vertical  auxiliaire  pouvait  être  placé  sur 
le  plan  horizontal  dans  une  direction  quelconque.  Ainsi, 
supposons  pour  un  moment  (fig.  2)  que  nous  ayons  fixé  la 
hauteur  du  plan  horizontal;  nous  plaçons  sur  ce  plan  hori- 
zontal un  plan  vertical,  la  ligne  de  terre  ayant  la  direction 
LT,  et  nous  construisons  la  projection  verticale;  nous 
plaçons  sur  ce  même  plan  horizontal  un  autre  plan  vertical, 
tel  que  la  ligne  déterre  soit  L,T,  ;  nous  construisons  une 
seconde  projection  verticale  exactement  de  la  même  manière 
que  la  première;  nous  avions  a'(x  =  Aa,  nous  aurons  a^a^  = 
Aa,  b'^  =  Bb  et  b\^^  =  Bb. 

Nous  rabattons  le  plan  vertical  V,  en  le  faisant  tourner 
autour  de  LT;  aoc  et  a  a  viennent  sur  une  même  perpendi- 
culaire a  LT;  nous  rabattons  le  plan  vertical  V,.  En  le  faisant 
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tourner  autour  de  LjT,,  aa^  et  a\(x^  viennent  sur  une  même 
perpendiculaire  à  LjT,.  De  même  pour  le  point  b,ù'  et  le 
point  bb\. 

La   double    épure  se    présentera  donc  sous    cette    forme 
(fig.  5),  et  si  nous  laissons  indéterminée  la  hauteur  du  plan 
horizontal,    c'est-à-dire     si    nous 
nous  occupons  seulement  de  la  dif-        ,         ^,^ 
férence  entre  les  cotes  des  points 
en  ne   traçant  pas   les   lignes   de 
terre,  la  double  épure  se  présen-     - 
tera  donc  sous  la  forme  (fig.   6),  '     /     \         /fi 

dans  laquelle  la  différence  de 
cote  ^'y,  entre  A  et  B,  sera  repro- 
duite en  è'jY,  sur  la  seconde  pro- 
jection verticale.  Il  est  donc  facile 
de  passer  d'une  première  projec- 
tion verticale  donnée  à  une  seconde  projection  verticale, 
en  faisant  le  raisonnement  suivant  : 

Nous   changeons   le  plan  vertical;   les   premières  proje- 
tantes, telles  que  aa',  indiquent  la  direction  de  la  première 
ligne  de  terre  qui  leur  est  perpendiculaire;   les  secondes 
,  projetantes  seront  prises  perpendiculaires 

,  ^^^  à    la    direction   de   la    seconde   ligne   de 

1  7  terre  que  nous  aurons  choisie;  nous  mè- 

nerons ces  projetantes  par  tous  les  points 
de  la  projection  horizontale  (fig.  6). 

Puisque  nous  ne  changeons  pas  la  di- 
rection du  plan  de  projection   qui  reste 
horizontal,    nous    ne    changeons    pas   la 
différence  de  cotes   entre  les  joints;  les 
&  cotes  se   comptent  sur  les  projetantes,   à 

pj     g  partir  de   la   projection   verticale   (8);  la 

différence  de  cote  entre  le  point  ad  et  le 
point  hh'  est  marquée  sur  la  première  projection  par  11^^  ;  nous 
prendrons  arbitrairement  sur  la  nouvelle  projetante  menée 
par  rt,  la  projection  verticale  a\  de  l'un  des  points;  nous 
tracerons  la  perpendiculaire  à ^^  aux  projetantes,  et  nous 
prendrons  sur  la  nouvelle  projetante,  menée  par  bb\-^^=ib'^. 


/f 
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Nous  rappelons  encore  que  le  tracé  que  nous  faisons,  revient 
il  supposer  que  le  plan  horizontal  passe  par  le  point  A  de 
Tespace,  et  que  la  cote  de  ce  point  est  nulle. 

12.  Ex:en]p]e.  —  Montrons  encore  que  ce  tracé  doit 
être  employé  dans  la  pratique.  Nous  voulons  dessiner  un 
édifice  dont  la  projection  horizontale  présente  la  forme 
d'un  hexagone  régulier  (fig.  7). 

La  face  verticale  projetée  suivant  ab,  se  projette  suivant 
une  figure  égale  sur  un  plan  vertical  qui  lui  est  parallèle; 
nous  la  projetons  suivant  ab'fg,  et  nous  traçons  sur  cette 
face  une  porte  (par  exemple),  et  un  bandeau  de  pierre  de 
taille  à  la   naissance  de   la  voûte;  nous  voulons  étudier  la 


/ 
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face  projetée  sur  bc,  nous  la  projetons  sur  un  plan  vertical 
qui  lui  est  parallèle,  mais  l'arête  de  la  première  face,  pro- 
jetée en  b'g ,  fait  partie  de  la  seconde  face;  nous  la  projette- 
rons suivant  une  longueur  égale  en  b\g\  ;  le  bandeau  de 
pierre  placé  sur  la  première  projection  verticale  à  la  hau- 
teur b'h ,  viendra  sur  la  seconde  à  la  hauteur  égale  b\h\  et 
ainsi  de  suite;  nous  prendrons  donc,  dans  cet  exemple, 
G  plans  verticaux  que  nous  rabattrons  successivement  sur 
le  plan  horizontal,  autour  de  la  projection  horizontale,  et 
nous  pourrions  dans  d'autres  cas  être  conduits  à  en  em- 
oloyer  un  plus  grand  nombre. 

Ici,    l'emploi   de    ces    plans   verticaux    montre    bien   leur 
caractère  de  plans  auxiliaires;  il  importerait  peu  (sauf  pour 
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donner  une  idée  d'ensemble  de  l'édifice)  de  projeter  la 
face  hc,  sur  le  même  plan  vertical  que  la  face  ah;  cette 
projection  n'indiquerait  pas  les  grandeurs  des  lignes  hori- 
zontales; nous  ne  projetterons  sur  chaque  plan  vertical 
que  la  partie  de  l'édifice  qui  s'y  projette  avec  la  grandeur 
exacte. 

13.  Oliservatioii  sur  Remploi  «le  la  projection 
cotée.  —  Nous  croyons  qu'il  est  utile  d'insister  sur  ce 
point  :  il  est  facile  de  définir  par  une  seule  projeclion  hori- 
zontale accompagnée  de  quelques  cotes  des  corps  dont  les 
formes  sont  simples,  telles  que  prismes,  pyramides,  cônes, 
cylindres...  Cette  définition  des  solides  par  une  projection 
cotée  peut  donc  s'appliquer  aux  problèmes  limités,  et 
surtout  abstraits,  relatifs  à  ces  solides. 

Mais  aussitôt  que  l'on  veut  faire  réellement  de  la  géo- 
métrie descriptive  et  représenter  des  corps  solides  de 
formes  complexes,  tels  que  machines  ou  édifices,  la  défini- 
tion par  projection  cotée  est  inapplicable  à  cause  du  grand 
Dombre  de  cotes  qu'il  faudrait  inscrire  et  souvent  en  des 
points  placés  sur  la  même  verticale.  La  double  projection 
s'impose  nécessairement  et  on  l'emploie  en  prenant  des  plans 
verticaux  auxiliaires.  Il  ne  faut  donc  pas  regarder  la  repré- 
sentation par  projection  cotée  comme  suffisante  dans  tous 
les  cas.  Il  y  a  au  contraire  un  cas  dans  lequel  elle  est  seule 
applicable,  c'est  lorsque  les  hauteurs  sont  assez  petites, 
par  rapport  aax  longueurs  horizontales,  pour  qu'il  soit 
impossible  de  les  représenter  sur  une  projection  verticale. 
Si  l'on  a,  par  exemple,  une  différence  de  cote  de  1  mètre, 
correspondant  à  une  longueur   de   1000  mètres,   le  dessin 

1 

étant  construit  a  l'échelle  de  ,  „  „^ ,   1   millimètre  représen- 

1000  ^ 

tera   1   mètre,    la   projection  horizontale  aura   1    mètre  de 

longueur,  et  la  projection  verticale  1  millimètre  de  hauteur 

(c'est  le  cas  des  routes,  canaux,   chemins  de  fer);  il  sera 

impossible  de  faire  aucune  construction  sur  cette  projection 

verticale;  c'est  seulement  alors  qu'on  emploie  la  projection 

cotée;   on   ne   construit   plus    aucune    projection   verticale. 

toutes  les  opérations  se  déduisent  de  calculs. 
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.  C'est  véritablement  cette  application  qu'il  convient  d'ap- 
peler géométrie  cotée;  on  l'a  toujours  appelée  ainsi. 

Ce  système,  appliqué  aux  corps  de  formes  simples  el 
dont  les  dimensions  peuvent  être  représentées  sur  des 
projections  verticales,  n'est  qu'une  double  projection  dans 
laquelle  on  peut  faire  varier  la  position  du  plan  vertical, 
comme  nous  1  avons  montré  ,^  11. 

14.  La  projection  verticale  est  la  projection 
principale;  éloignenients.  —  Mais  il  peut  arriver  au 
contraire  qu'on  ait  à  figurer  des  objets  très  développés  dans 
le  sens  vertical  et  pour  lesquels  la  projection  horizontale  ne 
donne  aucune  indication.  Ainsi  une  façade  d'un  édifice  sera 
représentée  sur  une  projection  horizontale  par  deux  lignes 
distantes  de  l'épaisseur  du  mur  qui  constitue  cette  façade, 
et  les  détails  de  sa  disposition,  de  sa  décoration  échappent 
complètement  à  cette  projection;  alors  on  retournera  le  dis- 
positif adopté,  on  construira  la  projection  verticale  de  la 
façade  sur  un  plan  vertical,  et  on  définira  les  points  par 
leur  projection  verticale  et  par  leurs  distances  au  plan  ver- 
tical. Ces  distances  au  plan  vertical  se  nomment  des  éloi- 
gnements,  et  nous  allons  répéter  rapidement  en  changeant 
seulement  les  mots  tout  ce  que  nous  avons  dit  relativement 
à  la  projection  horizontale. 

lo.  Position  du  spectateur.  —  Cette  projection 
verticale  est  regardée  par  un  observateur  placé  à  l'infini  en 
avant  du  plan  de  projection  ;  c'est-à-dire  que  tous  les  rayons 
visuels  peuvent  être  considérés  comme  perpendiculaires  à  ce 
plan,  et  que  deux  points  situés  sur  une  même  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  sont  vus  au  même  point  sur  la  projec- 
tion verticale.  Si  l'on  recule  ou  si  l'on  avance  ce  plan  de 
projection,  la  forme  de  la  projection  ne  changera  pas,  et  la 
différence  des  éloignements  sera  conservée. 

16.  Plans  auxiliaires  perpendiculaires  au 
plan  vertical.  —  Pour  dessiner  ces  éloignements  ou 
leur  différence,  on  prendra  un  second  plan  de  projection 
perpendiculaire  au  plan  vertical  et  sur  lequel  les  longueurs 
de  ces  éloignements  se  projetteront  suivant  des  longueurs 
égales  (fig.  8);  ainsi  le  point  A  est  projeté  verticalement  en 
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a  et  son  éloignement  est  a'A.,  on  prend  un  second  plan  de 
projection  sur  lequel  cet  éloignement  se  projette  suivant 
aa=Aa'.  On  appelle  encore 
licrne  de  Terre  l'intersection  des 
deux  plans,  et  on  (ait  tourner 
le  second  plan  de  projection, 
qui  est  perpendiculaire  au  plan 
vertical  et  qu'on  appelle  plan 
de  bout,  autour  de  cette  ligne 
pour  le  rabattre  sur  le  plan  ver- 
tical; les  deux  projections  d'un 
même  point  viennent  encore  se 
placer  sur  une  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre.  On  pourra 
donc  disposer  autour  de  la  pro- 
jection verticale  plusieurs  plans 
auxiliaires  perpendiculaires  au  plan  vertical  et  qu'on  ra- 
battra sur  ce  plan  vertical. 

17.  Epure.  Sens  des  éloigneiiienfs.  — On  passera 
(fig.  9)  d'une  projection  auxiliaire  caractérisée  par  une 
certaine  ligne  de  terre  LT,  à  une  autre  caractérisée  par  une 

ligne  de  terre  L,T,,  en 
menant  par  les  points 
a,b'  de  la  projection  ver- 
ticale des  projetantes  per- 
pendiculaires à  la  nouvelle 
direction  et  en  conservant 
la  difFérence  des  éloigne- 
ments,  qui  ne  changera 
pas  puisque  la  direction 
du  plan  vertical  ne  sera 
pas  changée.  C'est  donc 
exactement  appliqués  à 
la  projection  verticale  les  mêmes  tracés  que  nous  avons 
indiqués    pour    la    projection    horizontale. 

En  ne  traçant  pas  les  lignes  de  terre,  c'est-à-dire  en 
ne  fixant  pas  la  position  du  plan  vertical,  on  arrive  h 
l'épure  simplifiée  (fig.  10).  Les  éloignements  sont  comptés 
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Fiff.   10. 


sur  les  projetantes  à  partir  des  projections  horizontales  des 
points. 

Mais  tous  les  plans  auxiliaires,  placés  sur  le  plan  hori- 
zontal   et    perpendiculaires    à  ce    plan,  étaient  réellement 

verticaux;  les  plans  auxi- 
liaires perpendiculaires  au 
plan  vertical  ne  sont  pas  tous 
horizontaux;  il  n'y  a  qu'une 
j^^  direction  de  ces  plans  réelle- 

^v.  ment     horizontale;      cepen- 

dant, on  a  continué  à  nom- 
mer par  extension  de  mots, 
par  analogie,  ces  plans  auxi- 
liaires de  bout  plans  hori- 
zontaux. 

Nous  dirons  plus  loin  que 
l'emploi  de  ces  plans  auxi- 
liaires de  bout  {perpendiculaires  au  plan  vertical)  n'est  pas 
admis  dans  les  applications  pratiques,  et  qu'on  ne  peut  s'en 
servir  que  pour  des  problèmes  abstraits  qui  ne  comportent 
pas  la  considération  de  la  position  réelle  dans  l'espace.  On 
les  remplace  par  des  rotations  que  nous  étudierons  dans  un 
autre  chapitre. 

18.  Résumé  des  conventions  de  la  double  pro- 
jection. —  Dans  tous  les  cas,  les  projections  d'un  même 
corps  dessinées  sur  une  même  feuille  de  papier  doivent 
être  considérées  comme  vues  séparément;  la  projection 
horizontale  par  un  observateur  placé  h  l'infini  au-dessus 
du  plan  horizontal;  les  cotes  étant  comptées  sur  les  proje- 
tantes en  descendant  à  partir  des  projections  verticales;  la 
projection  verticale  est  vue  par  un  observateur  placé  à  l'in- 
fini en  avant  du  plan  vertical,  et  les  éloignements  sont 
comptés  sur  les  projetantes  à  partir  des  projections  hori- 
zontales d'avant  en  arrière  ;  ainsi  sur  la  figure  10.  Les 
cotes  sont  comptées  dans  le  sens  a  a,  b'h,  et  leur  difTérence 
est  b'oL,  les  éloignements  sont  comptés  dans  le  sensaa',  bb' 
et  leur  différence  est  b'^. 

Les  longueurs  des  cotes  ne  changent  pas  quand  on  change 
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le  plnn  vertical  ;  les  longueurs  des  éloignenients  ne  changent 
pas  quand  on  substitue  un  plan  de  bout  au  plan  horizontal 
Généralement,  on  désigne  un  point  de  l'espace  par  une 
orande  lettre  A  ou  B,  ses  projections  par  les  petites  letti-es 
<i  ou  b,  et  on  met  un  accent  à  la  projection  verticale;  ainsi, 
le  point  A  a  pour  projection  verticale  le  point  a  et  pour 
piojcclion  horizontale  le  point  a. 

18  bis.  11  faut  bien  se  rendre  compte  de  ce  fait  :  choi- 
sir un  plan  de  projection,  le  placer  derrière  un  corps 
solide,  et  projeter  le  corps  solide  sur  ce  plan,  c'est  sup- 
poser que  l'observateur  regarde  ce  corps  solide  d'un  point 
à  l'infini  sur  une  perpendiculaire  au  plan,  c'est-à-dire 
regarde  le  solide  dans  une  certaine  direction.  Changer  le 
plan  de  projection,  c'est  déplacer  l'observateur  qui  regarde 
le  corps  solide  dans  une  direction  nouvelle.  L'observateur 
tourne  donc  autour  du  solide  qui  reste  immobile,  de  manière 
à  se  placer  dans  la  position  la  plus  avantageuse  pour  voir 
un  des  côtés  du  corps.  L'emploi  de  ces  projections  auxi- 
liaires aura  donc  pour  objet  de  rendre  plus  faciles  certains 
tracés,  certaines  mesures;  mais  ce  n'est  qu'un  moyen 
d'exécution  ;  et  il  faut  dès  l'origine  s'habituer  à  considérer 
dans  un  problème  la  solution  géométrique  indépendante 
des  procédés  de  construction,  et  les  moyens  pratiques 
d'exécution  parmi  lesquels  l'emploi  des  projections  auxi- 
liaires occupe  le  premier  rang. 

18  ter.  Nous  verrons  d'ailleurs  prochainement  (§  31) 
qu'on  peut  être  conduit  dans  la  solution  de  problèmes 
abstraits  à  changer  successivement  les  deux  plans  de  pro- 
jection. Ainsi  on  a  un  premier  système  comprenant  un 
plan  horizontal  et  un  plan  vertical.  On  prend  un  autre  plan 
vertical,  et  partant  ensuite  de  la  projection  verticale  nou- 
velle, on  abandonne  le  premier  plan  horizontal  pour  prendre 
un  second  plan  dit  horizontal  perpendiculaire  au  second  plan 
veitical.  On  a  donc  abandonné  les  deux  plans  primitifs. 

Mais  il  n'y  a  rien  de  nouveau,  rien  de  plus  que  ce  que 
nous  venons  de  dire.  Ces  tracés  sont  toujours  la  eonsé- 
tliiciice  des  principes  de  la  double  projection  oilhogonale. 
l\jutefois  nous  devons  préciser  que   l'emploi    des  doubles 
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changements  de  plans  a  l'inconvénient  de  changer  complè- 
tement la  position  des  figures  dans  l'espace,  de  faire  dispa- 
raître le  sens  des  verticales  et  des  horizontales  réelles,  et 
que  la  Géométrie  descriptive  ainsi  traitée  s'écarte  de  son 
but  pratique  et  concret  de  la  représentation  des  corps 
solides  existants  réellement,  soumis  à  la  pesanteur.  Elle 
prend  le  caractère  d'une  science  abstraite.  Aussi  convient- 
il  de  n'employer  les  doubles  changements  de  plans  de 
projection  que  pour  des  problèmes  restreints,  sans  les 
appliquer  au  déplacement  d'une  figure  entière. 

Ajoutons  immédiatement  que  s'il  arrive  dans  la  pratique 
au'on  ait  besoin  de  changer  la  position  d'un  solide  par 
rapport  aux  deux  plans  de  projection,  on  fera  un  change- 
ment de  plan  vertical,  toujours  permis  parce  que  le  nouveau 
plan  vertical  sera  toujours  réellement  parallèle  au  fil  à 
plomb  et  on  remplacera  le  changement  de  plan  horizontal 
qu'on  devrait  faire  ensuite  par  un  mouvement  de  rotation, 
comme  nous  l'expliquerons  plus  loin. 
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19.  Projections  d'une  «Iroite.  —  Tous  les  points 
d'une  ligne  droite  se  projettent  sur  un  plan  suivant  des 
points  en  ligne  droite;  il  suffît  donc  de  construire  les  pro- 
iections  de  deux  points  d'une  droite  pour  avoir  la  projec- 
tion de  la  droite. 

20.  Une  droite  est  déterminée  par  ses  deux 
projections.  —  La  projection  horizontale  étant  donnée, 
la  droite  est  dans  un  plan  passant  par  cette  ligne  et  per- 
pendiculaire au  plan  horizontal,  quelle  que  soit  la  hauteur 
de  ce  plan  horizontal  (2). 

La  projection  verticale  étant  donnée,  la  droite  est  dans 
un  plan  passant  par  cette  ligne  et  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  quelle  que  soit  la  distance  à  laquelle  on  place  ce 
plan  vertical  Donc  si  l'on  trace  deux  lignes  àh'  et  ah  (fig.4), 
en  marquant  la  direction  des  projetantes  àa^  ce  qui  fixe  la 
direction  des  plans  de  projection,  en  regardant  àl)  et  ah 
comme  les  projections  d'une  droite,  la  droite  sera  déter- 
minée dans  l'espace  par  l'intersection  des  deux  plans  dont 
nous  venons  de  parler;  il  y  a  donc  toujours  une  droite  et 
une  seule  déterminée  par  ses  deux  projections. 

Le  plan  verticnl,  passant  par  la  projection  horizontale  de 
la  droite,  est  le  plan  projetant  horizontalement  la  droite. 

Le  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical,  passant  par  la 
projection  verticale,  est  le  plan  projetant  verticalement  la 
droite. 

20  his.  Tliéorènies.  —  Deux  droites  parallèles  ont 
évidemment  leurs  projections  parallèles.  Si  deux  droites  se 
coupent,  le  point  de  rencontre  se  projette  nécessairement 

Gcoin.  descr.  % 
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Fig.  11. 


Fig.  12. 


au  point  de  rencontre  des  projections,  et,  par  suite,  les» 
projections  horizontales  et  verticales  doivent  se  rencontrer 
en  deux  points  situés  sur  une  même  projetante. 

21.  Droite  liorizoiita.le.    —    Une    droite    peut    être 
parallèle  au  plan  horizontal;  on  la  nomme  droite  horizon- 
tale (fig.  11). 

Soit  AB  une  semblable  droite  :  nous  la  pro- 
jetons sur  le  plan  horizontal  suivant  ab,  ligne 
égale  et  parallèle  à  AB  et  sur  le   plan  vertical 
en   ab'\    mais   ao:  =  A.a,   b'^=^Bl> 
et  comme  la    droite   est  parallèle 
au  plan  horizon-  /^z)       ^i 

talAtt^BZ».  donc  '^1 
a'a=è'p,  la  pro- 
jection verticale 
est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre.  Nous  dirons  qu'une  droite 
horizontale  est  caractérisée  par  sa  projection 
veiticale  qui  est  parallèle  à  la  direction  de  la  ligne  de  terre 
ou  /perpendiculaire  à  la  direction  des  projetantes  (fig.  12). 

22.  Lignes  de  bout.  —  Parmi  toutes  ces  lignes  hori- 
zontales, mais  qui  peuvent  avoir  une  orientation  quelconque, 
il  y  a  une  direction  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Une  perpendiculaire  au  plan  vertical  est  un  cas  particu- 
lier d'une  horizontale.  On  appelle  quelquefois  une  sem- 
blable droite,  droite  de  bout. 

Puisque  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  les 
lignes  qui  projettent  tous  ses  points  sur  le  plan  vertical 
sont  confondues,  la  projection  verticale  est  réduite 
à  un  point.  Le  plan  qui  projette  horizontalement  la 
droite  est  alors  perpendiculaire  aux  deux  plans  de  pro- 
jection, perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  la  pro- 
jection horizontale  de  la  droite  est  perpendiculaire  à 
la  ligne  de  terre  ou  dirigée   suivant  les  projetantes. 

Ainsi  une  droite  de  bout  est  une  horizontale  dont 
la  projection  horizontale  est  parallèle  aux  projetantes 
(fig.  13). 

Si  l'on  considère  une  droite  horizontale  et  qu'on  change 
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Fig.  14. 


le  plan  vertical,  la  droite  restera  toujours  horizontale.  Sa 
projection  verticale  sera  toujours  perpendiculaire  aux  pro- 
jetantes, jusqu'à  ce  que  la  ligne  devenant  de  bout,  sa  pro- 
jection verticale  se  réduise  à  un  point. 

23.  Lignes  de  front.  —  Une  ligne  peut  être  parallèle 
au  plan  vertical. 

On  l'appelle  /igné  de  front. 
(Le  mot  «  frontale  »  analogue  à 
«  horizontale  »  n'est  pas  entré 
dans  la  pratique.)  Les  élolgne- 
ments  de  tous  ses  points  sont 
égaux;  ces  élolgnements  se  pro- 
jetant sur  le  plan  horizontal  en 
aa  égal  à  b^,  la  projection  hori- 
zontale est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre;  la  droite  de  front  est 
donc  caractérisée  par  sa  projec- 
tion horizontale  parallèle  à  la  ligne  de  tene  ou  perpen- 
diculaire à  la  direction  des  projetantes 
(fig.  14  et  15). 

Parmi  toutes  ces  droites  parallèles  au 
plan  vertical,  mais  ayant  des  orientations 
différentes,  il  y  a  une  direction  perpendi- 
culaire au  plan  horizontal.  La  droite  est 
^>erticale. 

23  bis.  Llj^ne  verticale.  —  Une  verticale  est  un   cas 
particulier  d'une  ligne  de  front. 

Les  lignes  qui  projettent  les  points  de  la  droite  sur  le 
plan  horizontal  sont  confondues  avec  la  droite; 
donc  la  projection  horizontale  est  réduite  à  un 
point.  Mais  la  projection  verticale  est  perpendi- 
culaire h  la  ligne  de  terre  ou  parallèle  aux  proje- 
tantes. 

Une  ligne  verticale  est  une  ligne  de  front  dont  la 
projection  verticale  est  parallèle  aux  projetantes 
(fig._16). 

Si,    conservant   le   plan   vertical,    on    substitue    au    plan 
horizontal  un  plan  de  projection  auxiliaire  de  bout,  la  ligne 
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Fi^.   17. 


restera  ligne  de  front.  Sa  projection  sur  le  plan  de  boni 
sera  toujours  perpendiculaire  aux  projetantes,  jusqu  au 
moment  où  la  ligne,  étant  perpendiculaire  au  plan  de  bout, 
sa  projection  sur  ce  plan  sera  réduite  à  un  point. 

24.  Ligue  parallèle  à  la  ligue  «le  ferre.  —  Une 
ligne  peut  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

La  ligne  de  terre  est  dans  le  plan  horizontal,  la  droite 
sera  horizontale  et  sa  projection  verti- 
cale  sera  perpendiculaire  aux  proje- 
tantes. La  ligne  de  terre  est  dans  le 
plan  vertical;  la  droite  sera  de  front 
et  sa  projection  horizontale  sera  per- 
pendiculaire aux  projetantes. 

Une  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
est  caractérisée  parce  que  ses  deux  projections  sont  per- 
pendiculaires aux  projetantes  (fi g.  17). 

25.  Ligues  «le  proUl.  —  Lignes  dites  de  profil. 
Nous    considérons   les    deux   plans   de   projection   et  un 

plan  P  perpendiculaire  à  ces  deux  plans.  Un  semblable 
plan  se  nomme  plan  de  profil  (fig.  18).  Il  coupe  le  plan 
l:or!z()ntal  suivant  une  droite  TH  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre  LT,  et  le  plan  vertical  suivant  TV  également  pci- 
pendiculaire  à  LT.  Quand  on 
rabattra  le  plan  vertical  sur 
le  plan  horizontal,  les  deux 
lignes  TH  et  TV  viendront 
sur  une  même  perpendicu- 
laire à  LT,  par  conséquent 
suivant  la  direction  des  pro- 
jetant' s. 

Supposons  une  ligne  AB 
placée  dans  ce  plan  :  il  est  évident  que  la  projection  hori- 
zontale ab  de  la  ligne  sera  confondue  avec  TH  et  que  la 
projection  verticale  ab'  sera  confondue  avec  TV.  Donc,  les 
deux  projections  d'une  ligne  de  profil  seront  sur  une  même 
projetante  (fig.   19). 

iSIais  toutes  les  lignes    situées    dans  le   plan  de  profil  P 
auront  leurs  proji-ctions   horizontales  confondues  avec  TU 
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et  leurs  projections  verticales  conloïKlnes  avec  TV;  par 
conséquent  nous  aurons  une  infinité  de  droites  ayant  les 
mômes  projections.  C'est  le  seul  cas  où  une  ligne  n'est  plus 
déterminée  par  ses  deux  projections  parce  que  les  deux 
plans  projetants  (19)  sont  confondus.  Il  est  alors  néces- 
saire de  marcjuer  deux  points  de  la  droite  par  leurs  projec- 
tions, soient  a^d  et  b,ll . 


CHANGEMENTS   DE   PLANS  DE   PROJECTION 
PAR   RAPPORT  A   UNE   DROITE 


On  définit  une  droite  par  ses  deux  projections;  on  pro- 
pose de  changer  les  plans  de  projection,  de  manière  que  la 
droite  occupe  par  rapport  à  ces  nouveaux  plans  une  posi- 
tion particulière  déterminée. 

26.  Aiiieiiei*  une  droite  à  être  de  front.  —  Nous 
faisons  la  restriction  que  cet  énoncé  n'est  pas  exact  rigou- 
reusement ;  la  droite  ne  change  pas,  c'est  le  plan  vertical 
qu'on  va  changer  (18  bis).  Il  faudrait  dire  :  prendre  un  nou- 
veau plan  de  projection  vertical  parallèle  à  la  droite. 

Une  droite  de  front  est  caractérisée  par  sa  projection 
horizontale  qui  est  perpendiculaire  à  la  direction  des  pro- 
jetantes (§  23);  nous  allons  changer  le  pllan  vertical  en 
prenant  les  nouvelles  projetantes  per- 
pendiculaires à  la  projection  horizon- 
tale. Nous  conservons  la  direction  du 
pian  horizontal,  (c'est  le  plan  vertical 
qui  change),  par  conséquent  nous  con 
servons  la  différence  des  cotes  (fig.  20). 
Les  cotes  sont  comptées  sur  les  pro- 
jetantes à  partir  des  projections  verti- 
cales (8);  la  différence  des  cotes  entre 
le  point  A  et  le  point  B  est  donc  éji; 
nous  posons  arbitrairement  la  projection 
verticale  nouvelle  du  point  A  en  a',,  nous  traçons  a, [5,  per- 
pendiculaire aux  projetantes,  nous  prenons  (3,è'j=|i6',  et 
à ^b\   est  la    nouvelle    projection   verticale;   ab   est   restée 
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projection  horizontale,  et  la  droite  ainsi  définie  est  bien  une 
droite  de  front. 

27.  Applications  pratiques.  —  Cette  première 
construction  effectuée  sur  une  droite  nous  donne  la  solu- 
tion de  deux  problèmes  pratiques. 

1°  Trouver  la  longueur  d'une  droite  entre  deux  points  a, 
a  et  b,  b' . 

Une  longueur  se  projette  suivant  une  longueur  égale 
sur  un  plan  parallèle  à  la  ligne  sur  laquelle  elle  est  comp- 
tée.  Donc  si  la  droite  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection, sa  projection  sur  ce  plan  fera  connaître  la  longueur 
cherchée.  Ainsi  a',Z>',  (fig.  20)  fait  connaître  la  distance 
qui  existe  entre  les  points  a,  a  et  è,  b' . 

28.  2°  Trouver  l'angle  que  fait  une  droite  avec  le  plan 
horizontal. 

Par  définition,   l'angle  d'une  droite  avec  un  plan,    c'est 
l'angle  que  fait  la  droite  avec  sa  projection  sur  le  plan;  ainsi 
l'angle  de  la  droite  AB  avec  le  plan 
horizontal  H,  c'est  l'angle  de  la  droite 
AB  avec  sa  projection  ab  (fig.  21). 
^  Or  un  angle  qui  n'est  pas  droit  se 

/l  I        /      projette  sur  un  plan  parallèle  à  ses 

y/  deux  côtés  suivant  un  angle  égal. 

Nous   allons    prendre    un    plan   de 
Fig.  21.  .       .  Y..   .  ,r  , 

projection     auxiliaire,    parallèle     au 

plan  ABaZ»;  ce  plan  est  vertical  et  parallèle  à  la  droite;  _ 
donc  nous  amènerons  la  droite  à  être  parallèle  au  plan  ver- 
tical (fig.  20).  Nous  prendrons  donc  les  nouvelles  projetantes 
perpendiculaires  à  la  projection  horizontale  ab,  nous  cons- 
truirons la  nouvelle  projection  verticale  a', é'j,  (26),  et  l'angle 
de  la  projection  horizontale  conservée  ab  avec  la  nouvelle 
projection  verticale  a  ^b\  sera  l'angle  cherché. 

29.  Si  nous  voulons  obtenir  l'angle  de  la  droite  avec  le 
plan  vertical,  nous  répéterons  le  même  raisonnement,  et 
nous  serons  conduits  à  prendre  un  nouveau  plan,  dit  hori- 
zontal parallèle  à  la  droite.  L'angle  de  la  projection  verti- 
cale conservée  avec  la  nouvelle  projection  auxiliaire,  dite 
horizontale,  sera  l'angle  cherché. 
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La  construction  (fig.  22)  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
que  nous  venons  d'expliquer  sur  la  figure  20,  mais  au  lieu 
de  faire  ce  changement  de  plan  et  de 
remplacer  le  plan  réellement  hori- 
zontal par  un  plan  de  bout  que  l'on 
appellerait  encore  horizontal  par  ana- 
logie, il  sera  préférable  d'effectuer 
une  rotation  que  nous  expliquerons 
dans  un  autre  chapitre. 

29  bis.  Problèmes  inverses.  — 
1°  On  donne  la  projection  horizontale 
d'une  droite,  la  projection  verticale 
d'un    de    ses    points    et  l'angle    de    la 

droite  avec  le  plan  horizontal;  construire  la  projection  ver- 
ticale, 

2°  On  donne  la  projection  verticale  d'une  droite,  la  pro- 
jection horizontale  d'un  de  ses  points  et  l'angle  de  la  droite 
avec  le  plan  vertical  ;  construire  la  projection  horizontale 
30.  Amener  une  droite  à  être  de  prolil.  —  Nous 
faisons  toujours  la  même  restriction  relative  à  l'énoncé 
(26)  La  droite  ne  change  pas,  c'est  le  plan  de  projection 
qu'on  change. 

Nous  avons  les  deux  projections  a'b'  et  ab;  changeons  le 
plan   vertical  en  prenant   les    nouvelles  projetantes  paral- 
lèles à    ab,    projection   horizontale    que    nous 
conservons.   Nous    ne   changeons    pas   le    plan 
horizontal   (fig.    23),    la    différence   entre    les 

>- ^N*!     cotes   des    deux    points  ne   change   pas,    cette 

différence  est  a'x.  Donc  si  nous  prenons 
^  arbitrairement  en  b'  la  nouvelle  projec- 
tion verticale  du  point  B,  nous  obtien- 
drons la  nouvelle  projection  verticale  du 
point  A  en  portant  la  longueur  a'a.  de 
b\  en  a',. 

On  eût  pu  prendre  un  nouveau  plan  de  projection  de 
bout  pour  remplacer  le  plan  horizontal,  on  eût  pris  les 
nouvelles  projetantes  parallèles  à  ab'.  On  devra  faire  une 
rotation  (voir  plus  tard  le  §  i09). 


Fig.  23. 
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Nous  faisons  observer,  d'ailleurs,  que  la  situation  d'une 
'roite  de  profil  est  très  incommode,  et  qu'on    n'a  jamais 
intérêt  à  amener  une  droite  h  l'occuper. 

31.  Prendre  un  point  sur  une  droite  de  profil. 

—  Ce  qui  rend  cette  position  incommode,   c'est  qu'on  ne 
peut    prendre    un    point   sur   une    droite   de 
profil,  telle  que  a'V ,  ab   sans  faire  un  chan- 
gement de  plan  (fig.  24).  Supposons,  en  effet, 
qu'on  se  donne  la  projection  verticale  c  d'un 
point    de    la  droite  :  on    trouvera   l'éloigne- 
ment  du  point  prenant  un  nouveau  plan  de 
jirojection  de  bout;  on  sait  alors  que  la  dif- 
férence d'éloignement  entre  le  point  cherché 
et  l'un  des  points  pris  sur  la  droite  conser- 
■     Fig.  24.       vera  sa  grandeur.  Nous  construisons  donc  une 
nouvelle  projection  ajj^  comme  nous  l'avons 
déjà  expliqué  (16),  les  projetantes  ayant  une  direction  quel- 
conque,   sur   cette   projection   horizontale,    nous  pourrons 
déterminer  la  projection  horizontale  c,  du  point  C,  et  la  dif- 
férence d'éloignement  «c,  entre  le  point  A  et  le  point  C, 
sera  reportée  en  ac  sur  la  projection  horizontale  primitive. 
Il  est  clair  que  si  l'on  donnait  la  projection  horizontale  c 
du  point  C,  on  obtiendrait  par  un  changement  de  plan  ver- 
tical la  différence  de  cote  entre  le  point  et  l'un  des  points 
A  ou  B. 

CHANGEMENTS    DE    PLAN    SUCCESSIFS 

Dans  toutes  les  constructions  que  nous  venons  d'effec- 
tuer, nous  n'avons  changé  qu'un  seul  plan  de  projection; 
mais  il  peut  être  commode,  pour  obtenir  la  solution  de  cer- 
tains problèmes  abstraits,  de  changer  successivement  les 
deux  plans  de  projection  (18  ter). 

32.  Double  changement  de  plan.  —  i"  système. 
On  donne  deux  plans  de  projection,  l'un  horizontal  H  et 
l'autre  vertical  V  (fig.  25);  on  prend  d'abord  un  plan  verti- 
cal auxiliaire  Vj,  on  a  le  système  de  plans  de  projection 
HV,;  ensuite  on  prend  un  plan  de  projection  auxiliaire  H, 
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perpendiculaire  au  plan  Vj,  plan  qu'on  appelle  encore  hori- 
zontal par  analogie  (15);  on  a  le  système  de  plans  de  pro- 
jection VjH,. 

2'  système.  Ou  bien,  partant  du  système  HV,  (fig.  26), 
on  prend  d'abord  un  plan  auxiliaire  H,  dit  horizontal,  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  V;  on  a  le  système  du  plan  de 
projection  VHj,  ensuite  on  conserve  le  plan  H,  et  on  prend 


Fig.  25.  Fig.  26. 

un  second  plan  de  projection  Vj  perpendiculaire  au  plan 
H,;  celui-là  n'est  pas  vertical,  puisque  le  plan  H^  n'est  pas 
horizontal;  on  le  nomme  encore  vertical  par  analogie,  par 
extension  de  mots,  et  l'on  a  le  système  de  plans  de  projec- 
tion H^V,. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  (18  ter)  que  ce  double 
changement  de  plans  a  l'inconvénient  de  ne  plus  laisser 
apparentes  les  directions  des  verticales  et  des  horizontales 
réelles  du  corps  solide;  nous  répétons  qu'on  n'applique 
jamais  cette  construction  qu'à  des  problèmes  abstraits  comme 
ceux  que  nous  allons  résoudre  maintenant. 

Nous  dirons  même  que  si  l'on  peut  sans  trop  de  difficulté 
adopter  le  premier  système,  qui  conserve  au  moins  un  plan 
réellement  vertical,  le  second  est  tout  à  fait  mauvais.  Nous 
indiquons  des  applications  de  ces  méthodes  à  titre  d'exer- 
cices, mais  il  faudrait  y  renoncer  dans  la  pratique  et  effec- 
tuer toutes  les  opérations  dans  lesquelles  on  serait  conduit 
à  ne  pas  conserver  le  plan  horizontal  au  moyen  des  rotations. 

33.  Amener  une  droite  à,  être  perpen'liculaire 
au  plan  horizontal.  —  1°  (Exemple  du  l*""  système). 


■ 
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Fig.   27. 


Une  droite  perpendiculaire  au  plan  horizontal  est  un  cas 
particulier  d'une  droite  de  front  (23  bis). 

Nous  amènerons  la  droite  à  être  de  front  en  prenant  un 
plan  vertical  auxiliaire  parallèle  à  la  droite  (26)  ;  la  droite 

primitivement  représen- 
tée par  ab,  a'b'  est  re- 
présentée par  abf  ^  i^ \ 
(fig.  27). 

2°  Une  droite  de  front 
est  perpendiculaire  au 
plan  horizontal  quand  sa 
projection  verticale  est 
dirigée  suivant  les  proje- 
tantes (23  bis). 

Nous  prendrons  un 
nouveau  plan  de  projec- 
tion de  bout,  dit  hori- 
zontal perpendiculaire  à 
la  droite,  en  prenant  les  projetantes  parallèles  à  a\b\;  les 
éloignements  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points,  donc 
les  projections  horizontales  nouvelles  de  tous  ces  points 
sont  confondues  en  un  point  a,  ou  b^  qu'on  peut  prendre 
arbitrairement.  —  Voir  plus  tard  la  construction  par  rota- 
tions  (105). 

33  bis.  Xotatlons.  —  Il  est  ulilç  d'observer  ici  la  nota- 
tion qu'il  convient  d'employer;  par  exemple,  dans  cette 
dernière  construction  nous  avons  changé  d'abord  le  plan 
vertical,  nous  avons  donné  aux  lettres  qui  désignent  les  pro- 
jections verticales,  l'accent  caractéristique  des  projections 
verticales  et  l'indice^. 

Nous  avons  changé  ensuite  le  plan  horizontal  ;  les  lettres 
n'ont  pas  d'accent  et  ont  l'indice  ,.  Il  est  indispensable  de 
conserver  ainsi  la  trace  de  l'ordre  dans  lequel  on  a  fait  les 
opérations  ;  généralement,  si  l'on  se  donne  la  peine  de 
faire  ces  tracés,  c'est  pour  arriver  à  placer  une  figure  dans 
une  position  commode  pour  réaliser  certaines  constructions 
dont  les  résultats  doivent  être  ensuite  ramenés  dan^  le 
système  primitif  :  il  faut  donc   savoir  dans  quel  ordre  les 
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déplacements  des  plans  de  projection  ont  été  laits  pour  les 
reprendre  en  ordre  inverse. 

33  ter.  Revenir  au  système  primitif*  —  Dans  la 
figure  27,  nous  supposons  qu'après  avoir  fait  les  deux  chan- 
gements de  plans  de  projection,  nous  choisissions  un  point 
C,  et  nous  appliquons  d'abord  à  ses  deux  projections  les 
mêmes  notations  qu'aux  autres  points  de  la  figure  ;  ainsi  les 
projections  sont  c  ^c^\  nous  nous  proposons  de  trouver  les 
projections  du  point  dans  le  système  primitif. 

Nous  voyons  par  les  indices  qu'on  a  changé  en  second 
lieu  la  projection  horizontale,  c'est  celle  que  nous  allons 
changer  la  première  en  conservant  la  projection  verticale 
f'j.  La  différence  d'éloignement  par  rapport  au  second  plan 
vertical  entre  le  point  C  et  le  point  A,  est  c^Yi  que  nous 
devons  conserver  en  changeant  le  plan  horizontal  pour 
revenir  au  système  des  projetantes  h' J)  et  a  ^a\  nous  traçons 
par  c,  une  projetante  parallèle  à  a  ^a  et  en  prenant  yc=y,Cj 
nous  obtenons  la  projection  horizontale.  Les  projections 
du  point  C  dans  le  second  système  de  projection  sont  ce  ^. 

Ensuite  nous  changeons  le  plan  vertical;  nous  conservons 
la  projection  horizontale  en  revenant  aux  projetantes  du 
premier  système  aà  et  hh'  \  la  différence  des  cotes  entre 
le  point  C  et  le  point  A  dans  le  second  système,  est  Bc'^ 
comptée  dans  le  même  sens  que  la  différence  de  cotes 
entre  A  et  B  ;  nous  portons  5,c'  =  5p'i  et  nous  avons  les  pro- 
jections c,  c  dans  le  système  primitif. 

Remarque  utile.  —  Nous  croyons  encore  utile  de  faire 
remarquer  à  propos  du  problème  33  que  le  raisonnement 
que  nous  avons  fait  est  nécessaire;  il  ne  faudrait  pas  dire  : 
une  droite  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  quand  sa 
projection  horizontale  est  dirigée  suivant  les  projetantes; 
on  amènerait  ainsi  la  droite  à  être  de  profil  comme  nous 
l'avons  vu  (30)  Le  double  changement  de  plan  est  indis- 
pensable et  pour  amener  une  droite  à  être  perpendiculaire 
à  un  plan  de  projection,  il  faut  d'abord  l'amener  à  être 
parallèle  à  l'autre. 

34.  Amener  une  droite  à  être  perpendiculaire 
au  plan  vertical.  —  C'est-à-dire  changer  les   plans  de 
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\i, 


Fis.  S8. 


projection  de  manière  qu'un  de  ces  plans  dit  vertical,  soit 
perpendiculaire  à  la  droite  (exemple  du  second  système 
(fig.  28)  :  1°  une  droite  perpendiculaire  au  plan  vertical  est 

un  cas  particulier  d'une  droite 
horizontale;  nous  allons  d'abord 
amener  la  droite  à  être  hori- 
zontale en  faisant  le  tracé 
expliqué  (26),  c'est-à-dire  en 
prenant  un  nouveau  plan  dit 
ig  horizontal  parallèle  à  la  droite; 
nous  avons  les  deux  projections 
a'b',  ajèj  (33  bis).  2°  Une  droite 
horizontale  est  perpendiculaire 
au  plan  vertical  quand  la  pro- 
jection horizontale  est  dirigée 
suivant  les  projetantes  (22); 
nous  prendrons  un  nouveau 
plan  dit  vertical  perpendiculaire  à  la  droite  horizontale;  la 
nouvelle  direction  des  projetantes  sera  a^b^  ;  la  différence 
des  cotes  ne  changera  pas,  mais  elle  est  nulle,  par  consé- 
quent les  deux  points  A  et  B  de  la  droite  auront  leurs  projec 
tions  verticales  ci\b\  confondues  en  un  point  qu'on  prendra 
arbitrairement;  il  en  sera  de 
même  pour  tous  les  points. 

La  construction  devrait  être 
faite  par  rotation  (110). 

35.  Amener  une  droite 
À  être  parallèle  à  la  ligne 
tle  terre.  —  (Exemple  du  se- 
cond système.)  Les  deux  pro- 
jections de  la  droite  sont  ab, 
a'b'  (fig.  29). 

Une  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  est  une  droite  horizon- 
tale; nous  allons  d'abord  ame- 
ner la  droite  à  être  horizontale 

en  prenant  un  autre  plan  ajxiliaire  dit  horizontal  et  paral- 
lèle à  la  droite  (25);  la  droite  a  pour  projections  a'b',  ci^b^. 


Fig.   29. 
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Nous  allons  ensuite  amener  cette  droite  horizontale  à  être 
parallèle  au  plan  vertical,  en  prenant  un  nouveau  plan  dit 
vertical  tel  que  les  projetantes  soient  perpendiculaires  à  la 
projection  horizontale  aj)^  ;  nous  elTectuons  cette  opération 
comme  nous  l'avons  déjà  fait  (26).  La  droite  horizontale 
reste  toujours  horizontale,  sa  nouvelle  projection  verticale 
a\b\  est  perpendiculaire  aux  projetantes;  les  projections 
définitives  sont  donc  aj)^  et  a\b\. 

On  eût  pu  amener  d'abord  la  droite  à  être  parallèle  au 
plan  vertical  en  faisant  un  changement  de  plan  vertical, 
(exemple  du  1^'  système),  et  ensuite  cette  ligne  de  front  eût 
été  amenée  parallèle  au  plan  dit  horizontal.  Construction 
à  faire  par  une  rotation,  voir  plus  tard  (111) 

GÉOMÉTRIE    COTÉE. 
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36.  Manières  de  déliiiii*  une  droite  (fîg.  29  bis).  — 
Si  l'on  veut  représenter  une  droite  par  une  seule  projec- 
tion à  laquelle  on  joindra  des  cotes,  on  définira  la  droite 
par  sa  projection  horizon- 
tale sur  laquelle  on  niar-  ^'^  '"^ ^ 
quera  deux  points  dont 
on  donnera  les  cotes  par 
rapport  à  un  plan  hori- 
zontal quelconque.  Ainsi  ^. 
on  énoncera  que  la  cote  du  j(.^^'__ 
point  projeté  en  a  est  égale  ,' 
à  une  certaine  lonçrueur  a,  I 
que  la  cote  du  point  projeté  k 
en  b  est  égale  à  une  cer- 
taine longueur  3-  Ces  longueurs  données  a  et  (î  doivent  être 
en  rapport  avec  l'échelle  du  dessin  (9). 

On  pourra  se  contenter  dans  un  énoncé  de  dire  que 
a=10  mill.  (par  exemple)  et  ^=18  mill.  Si  l'on  prend  un 
plan  vertical  auxiliaire  parallèle  à  la  droite  et  si  l'on  rabat 
ce  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  (23),  la  droite  sera  de  front,  les  projetantes  seront 
perpendiculaires  à  la   projection    horizontale    ab.  Prenons 
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même  pour  plan  vertical  le  plan  qui  projette  la  droite,  nous 
pourrons  porter  sur  la  projetante  du  point  a  une  longueur 
de  10  milL,  sur  la  projetante  du  point  h  une  longueur  de 
18  mill.  et  la  Içngueur  comptée  en  millimètres  de  la  projec- 
tion verticale  serait  la  longueur  de  la  droite  entre  les  points 
AB  ;  l'échelle  se  trouve  donc  déterminée  par  ce  fait;  on 
peut  alors  se  donner  la  projection  horizontale  c  d'un  point 
pris  sur  la  droite,  et  on  trouvera  en  ce  la  cote  de  ce  point. 
On  peut  placer  sur  la  projection  horizontale  un  point 
dont  la  cote  soit  égale  à  o  (25  mill.  par  exemple).  Il  suffit  de 
mener  une  parallèle  à  a^  à  une  distance  de  <2^  =  25  mill.  ;  le 
point  où  cette  parallèle  coupe  dh  est  la  projection  verti- 
cale auxiliaire  du  point  cherché  dont  la  projection  horizon- 
tale est  le  point  d.  —  L'angle  6  est  l'angle  de  la  droite  avec 
le  plan  horizontal  (27). 

On  peut  aussi  définir  la  droite  par  sa  projection  horizon- 
tale ah,  la  cote  d'un  point  a  (que  nous 
pouvons  supposer  nulle),  le  point  a  sera 
alors  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  ho- 
rizontal et  l'angle  6  que  fait  la  droite  avec 
'le  plan  horizontal  (fig.  29  tei-).  Nous  pre- 
nons encore  un  plan  vertical  auxiliaire, 
parallèle  à  la  droite,  et  mieux  le  plan  ver- 
tical projetant  la  droite,  et  nous  le  rabattons.  La  projection 
verticale  auxiliaire  sera  ah'  faisant  avec  ah  l'angle  6  (28). 
Nous  pouvons  alors  trouver  les  cotes  des  points  de  la  droite 
comme  nous  l'avons  fait  plus  haut. 


LE  PLAN 


37.  Plan.  —  Le  plan  est  une  surface  telle  que  la  droite 
qui  passe  par  deux  de  ses  points  y  est  entièrement  con- 
tenue. 

On  sait  que  «  par  deux  droites  qui  se  coupent  on  peut 
faire  passer  un  plan,  et  on  ne  peut  en  faire  passer  qu'un 
seul  »  et,  comme  corollaires,  qu'  «  une  droite  et  un  point 
extérieur  ou  trois  points  non  en  ligne  droite,  ou  deux  droites 
parallèles,  déterminent  un  plan.  Il  est  évidemment  toujours 
facile  de  ramener  la  définition  du  plan  donné  à  celle  des  deux 
droites  qui  se  coupent. 

38.  Trouver  un  point  d'un  plan.  —  Prenons  deux 
droites  qui  se  coupent  aZ»,  àV  et  ac,  a'c  (fig.30)  :  elles  déter- 
minent un  plan  et  si  nous  nous  donnons  arbitrairement  l'une 
des  projections  d'un  point  situé  dans  ce  plan,  nous  pourrons 
déterminer  la  seconde  projection  du  point.  En  effet,  soit  d 
la  projection  verticale  d'un  point  D  du  plan.  Imaginons 
dans  le  plan  une  droite  quelconque  passant  par  ce  point,  sa 
projection  verticale  passera  par  cT,  soit  bcd!  cette  projection 
verticale;  prenons  sur  ab  la  projection  horizontale  ^  du 
point  dont  la  projection  verticale  est  b' ,  prenons  sur  ac  la 
projection  horizontale  cdu  point  projeté  verticalement  en  c', 
bc  est  la  projection  horizontale  d'une  droite  du  plan  dont 
b'c  est  la  projection  verticale,  et  si  nous  menons  la  proje- 
tante dd,  nous  déterminerons  un  point  du  plan  qui  est  le 
point  demandé.  Il  est  évident  que  nous  pourrions  en  faisant 
un  raisonnement  identique  au  précédent  déduire  la  projec- 
tion verticale  d'un  point  du  plan  de  sa  projection  hori- 
zontale. 
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Remarque  :  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre 
est  une  forme  de  cet  autre  :  Construire  le  point  de  rencontre 
d'un  plan  avec  une  droite  verticale,  ou  debout. 

Le  point  de  rencontre  d'une  verticale  avec  un  plan  est  en 
effet  un  point  du  plan  dont  la  projection  horizontale  est  au 
pied  de  la  verticale.  De  même  pour  la  droite  debout. 

38  bis.  Connaissant  l'une  des  projections  d'une  droite 
située  dans  un  plan  trouver  l'autre  projection. 

On  prendra  les  points  où  la  projection  donnée  rencontre 
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Fig.  30. 

les  projections  de  deux  droites  du  plan,  les  secondes  pro- 
jections de  ces  points  détermineront  la  projection  cherchée. 

38  ter.  Mener  par  un  point  un  plan  parallèle  à  un  plan. 

On  mènera  par  le  point  des  parallèles  à  deux  droites  du 
plan  donné. 

38  quater.  Mener  par  une  droite  un  plan  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

On  mesurera  par  un  point  de  la  droite  une  parallèle  à  la 
direction;  la  droite  et  cette  parallèle  détermineront  le  pl;\n 
cherché. 

39.  Lignes  caractéristiques  d'un  plan.  —  Nous 
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distinguerons  dans  un  plan  deux  systèmes  de  lignes  caracté- 
ristiques, chacun  de  ces  systèmes  se  décomposant  en  deux, 

lo  Lignes  contenues  dans  le  plan  et  parallèles  à  un  plan 
de   projection. 

2*'  Lignes  de  plus  grande  pente  par  rapport  aux  plans  de 
projection. 

Le  premier  système  comprend  donc  les  lignes  parallèles 
au  plan  horizontal  ou  horizontales  du  plan,  et  les  lignes 
parallèles  au  plan  vertical  ou  lignes  de  front  du  plan. 

40.  Hurizoutales  (fig.  30).  —  Traçons  une  ligne  ce 
perpendiculaire  aux  projetantes  et  déterminons  la  projection 
horizontale  de  la  droite  du  plan  dont  ce  est  la  projection 
verticale;  prenons  pour  cela  en  c  et  en  e  les  projections 
horizontales  des  points  dont  c'ete'  sont  les  projections  verti- 
cales, ce,  ce  est  une  droite  du  plan  et  elle  est  horizontale 
(20)  ;  nous  pourrions  en  tracer  une  infinité  qui  seraient  toutes 
parallèles  entre  elles  et  qui  seraient  les  intersections  du  plan 
avec  des  plans  horizontaux. 

41.  Lijifiies  de  front  (fig.  30).  —  Traçons  une  ligne  bf 
perpendiculaire  aux  projetantes  et  déterminons  la  projection 
verticale  de  la  droite  du  plan  dont  bf  est  la  projection  hori- 
zontale; prenons  pour  cela  en  b'  et  en  f  les  projections 
verticales  des  points  dont  b  et  /*  sont  les  projections  hori- 
zontales ;  bf,  b'f  est  une  droite  du 

plan,  et  elle  est  de  front  (22);  nous 
pourrions  en  tracer  une  infinité 
qui  seraient  toutes  parallèles  entre 
elles  et  qui  seraient  les  intersec- 
tions du  plan  avec  des  plans  paral- 
lèles au  plan  vertical. 

42.  Tracée»  «l'un  plan.  — 
Considérons  deux  plans  de  pro- 
jection fixes  (fig.  31)  et  un  plan  P 
qui  coupe  le  plan  horizontal  sui- 
vant une  horizontale  ab  dont  la 
projection  verticale  est  a'U ,  con- 
fondue avec  la  ligne  de  terre,  et  le 
plan  vertical  suivant  une  ligne  de  front  cd'  dont  la  projec- 

Géom.  do -M-  I 
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tlon  horizontale  est  cd,,  confondue  avec  la  ligne  de  terre. 
Cette  horizontale  et  cette  ligne  de  front  sont  les  traces  du 
plan  sur  les  deux  plans  de  projection,  elles  se  coupent  et 
peuvent  servir  à  déterminer  le  plan.  L'épure  est  figurée 
sur  la  figure  32;  les  deux  traces  se  coupent  au  point  eè 
sur  la  ligne  de  terre. 

Cette  manièie  dr-  définir  un  plan  ne  diffère  pas  en  réalité 

de  celle  que  nous  ve- 
^  nous  d'exposer,   et  on 

\  peut  encore   appliquer 

les  tracés  que  nous 
venons  de  faire.  Ainsi 
on  se  donne  la  projec- 
tion verticale  f  d'un 
point  F  du  plan  et  on 
veut  trouver  la  projec- 
tion horizontale.  On 
imagine  dans  le  plan 
une  droite  quelconque 
passant  par  le  point  F, 
sa  projection  verticale 
passera  par  f'\  soit 
cf'h'  cette  projection 
verticale,  prenons  sur 
cd  la  projection  horizontale  c  du  point  dont  la  projection 
verticale  est  c,  prenons  sur  ah  la  projection  horizontale  h 
du  point  dont  la  projection  verticale  est  //,  eh  est  la  pro- 
jection horizontale  d'une  droite  du  plan  dont  la  projec- 
tion verticale  est  cU ,  et  si  nous  menons  la  projetante  f'f, 
nous  déterminons  un  point  du  plan  qui  est  le  point 
demandé. 

Nous  pouvons  tracer  une  horizontale  du  plan  ;  il  nous 
suffit  ici  d'en  avoir  un  point,  puisque  nous  connaissons  la 
direction  de  la  projection  horizontale  qui  est  parallèle  à  la 
trace;  ainsi  nous  prenons  dans  le  plan  un  point  ce  sur  sa 
trace  verticale  la  projection  verticale  de  l'hori/ontale  est 
c  g'  perpendiculaire  aux  projetantes  et  la  projection  est  cij 
parallèle  à  ah. 
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Nous  pouvons  tracer  une  droite  de  front  du  plan;  par 
exemple,  nous  traçons  par  le  point  a,  a'  une  ligne  ah,  a'h' 
dont  la  projection  horizontale  est  perpendiculaire  aux  pro- 
jetantes etdonl  la  projection  verticale  est  parallèle  à  c  d'  \  nous 
avons  une  ligne  de  front  du  plan. 

Cette  manière  de  définir  un  plan  par  ses  tracés  a  l'incon- 
vénient de  conduire  à  une  foule  de  cas  particuliers  résultant 
des  dispositions  diverses  de  ces  traces  ;  elle  oblige  à  fixer  la 
position  des  plans  de  projection;  elle  n'est  pas  conforme  à 
la  pratique  des  applications,  mais  tous  les  tracés  que  nous 
exécuterons  en  définissant  le  plan  par  deux  droites  quel- 
conques pourront  s'appliquer  au  plan  défini  par  ces  deux 
droites  particulières. 

Nous  engageons  les  lecteurs  à  s'exercer  par  la  suite  à 
exécuter  sur  des  figures  dans  lesquelles  le  plan  sera  donné 
par  ses  traces,  les  constructions  que  nous  exposerons  en 
déterminant  le  plan  par  deux  droites  quelconques. 

42  bis.  Surfaces  sans  épaisseur»  —  l\emar(jue  : 
La  ligne  de  terre  n'a,  en  réalité,  d'emploi  utile  que  lors- 
qu'on veut  représenter  un  plan  par  ses  traces.  Mais  cette 
représentation  du  plan  par  ses  traces,  qui  n'est  pas  conforme 
à  ce  qu'on  rencontre  dans  la  pratique  a,  en  outre,  l'incon- 
vénient de  développer  chez  les  commençants  des  idées 
erronées.  Cette  représentation  semble  faire  image,  et  cet-te 
image  habitue  les  élèves  à  l'idée  des  surfaces  sans  épais- 
seur. Il  faut,  dès  le  début,  au  contraire  les  habituer  à  ne 
voir  dans  une  surface  que  la  limite  d'un  corps  solide.  Le  plan 
n'est  pas  limité  aux  plans  de  projection,  il  faut  l'imaginer 
indéfini  en  tant  que  surface  et  plus  tard  il  sera  plus  facile 
de  découper  dans  ce  plan  la  partie  qui  limitera  un  corps  solide. 
D'ailleurs,  il  faut  s'accoutumer  dès  l'origine  à  se  rendre 
compte  de  la  position  du  plan  dans  l'espace,  et  la  définition 
par  les  deux  droites  y  aide  merveilleusement;  il  suffit  de 
prendre  une  horizontale  pour  comprendre,  en  examinant  la 
position  du  point  de  rencontre  des  deux  droites  par  rapport 
à  celle  horizontale,  le  sens  de  l'inclinaison  du  plan  par  rap- 
port au  plan  horizontal.  De  même  pour  le  plan  vertical. 
Lire  dans  l'espace  est  un  des  buts  les  plus  importants  de  la 
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Géométrie  descriptive  et  on  y  arrivera  en  commençant  dès 
l'origine  par  l'étude  de  la  situation  d'un  plan. 

43.  Lignes  de  plus  grande  pente  par  rapport 
au  plan  liorizontal.  —  Considérons  un  plan  P  et  le 
plan  horizontal  H  (fig.  33).  Ces  deux  plans  se  coupent  sui- 
vant la  droite  AB  qui  est 
une  horizontale  du  plan  P 
et  qui  est  parallèle  à  une 
autre  horizontale  quel- 
conque, telle  que  CD. 

Traçons  dans  ce  plan 
une  ligne  EF  perpendi- 
culaire aux  horizontales  ; 
cette  ligne  est  une  ligne 
— ^  de  plus  grande  pente  du 
plan  par  rapport  au  plan 
horizontal. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  les  parallèles  à  EF  menées 
dans  le  plan  sont  les  lignes  du  plan  qui  font  avec  le  plan 
horizontal  le  plus  grand  angle,  et  dans  la  pratique  on 
appelle  pente  d'une  droite  et  pente  d'un  plan  l'angle  qui 
fait  la  droite  et  le  plan  avec  le  plan  horizontal. 

Projetons  la  ligne  EF  sur  le  plan  horizontal  en  eF  ;  en 
vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  eF  sera  per- 
pendiculaire à  AB  ;  donc  l'angle  EFe  qui  est  l'angle  de  la 
droite  avec  le  plan  horizontal,  mesure  l'angle  rectiligne  du 
dièdre  formé  par  le  plan  P  avec  le  plan  horizontal.  Ainsi  : 
une  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  par  rapport  au  plan 
horizontal  fait  ai>ec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  le 
plan. 

Si  nous  considérons  la  projection  horizontale  eF,  elle 
est  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  des  horizon- 
tales, car  CD  se  projette  suivant  cd  parallèle  à  AB.  Ainsi  : 
La  projection  horizontale  d'une  ligne  de  plus  grande  pente 
d!un  plan  par  rapport  au  plan  horizontal  est  perpendicu- 
laire à  la  projection  horizontale  des  horizontales  du  plan. 
Il  est  donc  facile  de  tracer  une  ligne  de  plus  grande  pe*Ue 
d'un  plan  par  rapport  au  plan  horizontal.  Nous  définissor^s 
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ffiu-.  34)  un  plan  par  les  deux  droites  ah,  a'b'  et  ac,  de  \ 
nous  traçons  dans  ce  plan  une  droite  horizontale  (40)  dont 
les  projections  sont  h'c  , 
bc,  et  nous  menons  edf 
perpendiculaire  à  hc;  en- 
suite nous  construisons 
la  projection  verticale  de 
la  droite  du  plan  dont  edf 
est  la  projection  horizon- 
tale en  prenant  en  è  sur 
a'c'  la  projection  verticale 
du  point  projeté  en  e  sur 
ar,  et  en  d  sur  dH  la  pro- 
jection verticale  du  point 
projeté  en  d  sur  ah  :  edf, 
edf  sont  les  projections 
d'une  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  par  rapport 
au  plan  horizontal. 

44.  Ck>iistriiire  l'an- 
gle d'un  plan  avec 
le  plan  horizontal. — 
Construisons  maintenant 
l'angle  que  fait  avec  le 
plan  horizontal  la  droite 
edf  edf  (28).  Nous  choi- 
sissons un  plan  vertical  auxiliaire  parallèle  à  la  droite;  les 
projetantes  nouvelles  sont  perpendiculaires  à  la  projection 
horizontale;  nous  ne  changeons  pas  le  plan  horizontal,  donc 
nous  conservons  la  différence  des  cotes  entre  les  points  e,c 
et  d,d';  cette  difFérence  des  cotes  est  égaleàe'a;  nous 
posons  arbitrairement  en  d\  la  nouvelle  projection  verti- 
cale du  point  d,  d';  nous  traçons  la  perpendiculaire  d\c(i  aux 
projetantes  et  nous  prenons  a^e\  égal  à  cte'.  La  nouvelle 
projection  verticale  de  la  ligne  edf  est  e\d\f\  et  l'angle 
avec  le  plan  horizontal  de  la  droite  EDF,  c'est-à-dire  l'angie 
cherché  du  plan  avec  le  plan  horizontal,  est  l'angle  6  mesuré 
[)ir  e\d\x^. 


Fig.  34. 
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45.  Lignes  de  plus  grande  pente  par  rapport 
au  pliin  vertical.  —  Nous  pouvons  aussi  tracer  clans 
un  plan  des  lignes  de  plus  grande  pente  par  rapport  au 
plan  vertical.  Elles  seront  perpendiculaires  aux  lignes  de 
front  du  plan;  elles  se  projetteront  sur  le  plan  vertical 
suivant  des  perpendiculaires  à  la  projection  verticale  des 
lignes  de  front,  elles  feront  avec  le  plan  vertical  le  même 
angle  que  le  plan. 

46.  Détermination  d'un  plan  par  une  ligne  de 
plus  grande  pente.  —  Une  ligne  de  plus  grande  pente 
d'un   plan,    soit  par   rapport  au  plan    horizontal,    soit   par 

rapport  au  plan  vertical,  suffit  pour  le 
déterminer. 

En   effet,    supposons  que   l'on  donne 
(Kg.    35)    une    droite   aby    ah'  ligne  de 

aV^     j,' plus  grande  pente  par  rapport  au  plan 

h(.rizontal;  il  suffit  de  prendre  un  point 
sur  cette  ligne,  et  de  mener  par  ce 
point  une  horizontale  dont  la  projection 
verticale  est  perpendiculaire  aux  pro- 
jetantes et  dont  la  projection  horizon- 
tale est  perpendiculaire  sur  ab  (43).  On 
peut  donc  tracer  autant  d'horizon- 
tales du  plan  qu'on  le  désire. 

Voir  plus  loin  964  la  représentation  du  plan  en  géoméli  ie 
cotée. 

46  bis.  Problèmes  inverses.  —  On  donne  une  droite 
horizontale,  déterminer  un  plan  passant  par  cette  droite  et 
faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné 

On  donne  une  droite  de  front,  déterminer  un  plan  pas- 
sant par  cette  croite  et  faisant  avec  le  plan  vertical  un 
angle  donné. 

47.  Plan  vertical.  —  Un  plan  peut  être  perpendicu- 
laire au  plan  horizontal,  il  est  vertical.  Considérons  (fig.  36) 
un  plan  P  perpendiculaire  au  plan  H  qu'il  coupe  suivant  la 
droite  ab;  un  point  quelconque  C  de  ce  plan  P  aura  évi- 
demment sa  projection  horizontale  en  un  point  c  de  la 
ligne  ab  qui  sera  le  lieu  des  projections    horizontales   de 
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tous  les  points  du  plan.  Déplaçons  le  plan  H  parallèlement 
à  lui-même  et  amenons-le  en  H^,  le  plan  P  prolongé  cou- 
pera le  plan  H,  suivant  ajb^ 
parallèle  à  ah,  le  point  C  se 
projettera  en  c,. 

D'après  la  convention  que 
nous  avons  établie  relative- 
ment au  point  de  vue  du- 
quel on  regarde  le  plan  ho- 
rizontal (2),  les  rayons  visuels 
menés  de  l'œil  du  spectateur 
placé  au-dessus  du  plan  ho- 
rizontal à  distance  infinie 
aux  différents  points  de  la 
fiofure  sont  verticaux  ;  le 
point  Cj  est  vu  au  même 
point  que  le  point  c,  la  ligne 
a,/»j  est  vue  à  la  même  place 
(jue  la  ligne  ah,  donc  dans 
tous  les  cas,  sans  fixer  la  position  du  plan  horizontal,  nous 
représenterons  un  plan  vertical  (fig.  37)  par  une  seule  droite  P, 
lieu  des  projections  horizontales  de  tous  les  points  du  plan  ; 
les  projections  d'un  point  du  plan  sont,  par  exemple  :  c,  c . 
Toutes  les  droites  du  plan  ont  la  même  projection  horizontale. 

48.  Plau  «le  front.  —  Ce  plan  vertical  peut  être  paral- 
lèle au  plan  vertical  de  projection  ;  c'est  un  plan  de  front, 
il  coupe  le  plan  horizontal  suivant  une  ligne  ad  parallèle  à 
la  ligne  de  terre  et  lieu  des  projections  horizontales  de 
tous  les  points  du  plan;  ce  plan  sera  donc  représenté  par 
une  seule  droite  Q,  lieu  des  projections  horizontales  de 
tous  ses  points  (fig.  37),  perpendiculaire  aux  projetantes. 
d,  d'  seraient,  par  exemple,  les  projections  d'un  point  du 
plan.  Si  nous  revenons  au  plan  P  (fig.  36),  l'angle  des  deux 
droites  ab  et  ad  est  l'angle  du  plan  P  avec  le  plan  vertical, 
puisque  l'intersection  des  deux  plans  verticaux  P  et  Q  est 
la,  droite  verticale  af;  par  conséquent,  si  nous  menons 
(fig.  37)  une  ligne  ck  perpendiculaire  aux  projetantes, 
l'angle  6  sera  l'angle  du  plan  P  avec  le  plan  vertical. 
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49.  Plan  de-bout.  —  Nous  pourrons  répéter  pour  un 
plan  de-bout  les  raisonnements  que  nous  venons  de  faire 
pour  un  plan  vertical;  ce  plan  sera  représenté  par  une  ligne 

telle  que  R'  (lig.  37),  lieu 
des  projections  verticales 
de  tous  les  points  du  plan. 
Ainsi  un  point  e,  e  est  un 
point  du  plan  —  et  toutes 
les  droites  du  plan  ont  la 
même  projection  verticale. 
Par  analocric  avec  ce  que 
nous  avons  dit  pour  le  plan 
vertical,  nous  aurons  en  X 
l'angle  du  plan  R'  avec  le 
plan  horizontal. 

50.  Plan  horizontal. 
—  Si  l'on  considère  un  plan 
vertical  et  un  plan  réelle- 
ment horizontal,- les  points 
et  droites  contenus  dans  ce 
plan  horizontal  auront  leurs  projections  verticales  sur  une 
même  droite  qui  sera  perpendiculaire  aux  projetantes.  Ce 
plan  horizontal  est  donc  un  cas  particulier  d'un  plan  de-bout, 
pour  lequel  les  projetantes  seront  perpendiculaires  à  la 
ligne  S,  qui  est  le  lieu  des  projections  verticales  de  tous 
les  points  du  plan  (fig.  37),  ainsi  le  point  ff  est  un  point 
du  plan. 

51.  Plan  de  profil.  —  Nous  avons  déjà  vu  (25)  qu'on 
désigne  ainsi  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et 
qui  coupe  les  deux  plans  de  projection  suivant  des  perpen- 
diculaires à  la  ligne  de  terre  qui  se  confondent  dans  le 
rabattement  du  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal.  Un  sem- 
blable plan  sera  représenté  par  une  droite  TT  (fig.  37)  diri- 
gée suivant  les  projetantes,  et  sur  laquelle  on  peut  prendre 
en  g,  g  les  projections  d'un  point  quelconque  du  plan. 

52.  Amener  un  plan  à  être  de-l)Out.  —  IJ  est 
toujours  bien  entendu  que  le  plan  ne  change  pas  de  place, 
c'est  le  plan  de  projection  qui  change. 
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Nous  définissons  un  plan  par  les  deux  droites  ah,  ah'  et 
ac,  ac  (fi g.  38). 

Pour  qu'un  plan  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical,  il 
iaiit  et  il  suffit  qu'il  contienne  une  perpendiculaire  au  plan 
vertical;  une  perpen- 
diculaire au  plan  ver- 
tical est  un  cas  par- 
ticulier d'une  droite 
horizontale  (22). 

Nous  traçons  dans 
le  plan  la  droite  ho- 
rizontale dont  les 
projections  sont  h'c  , 
hc  (40);  nous  pre- 
nons un  plan  vertical 
auxiliaire  perpendi- 
culaire à  cette  droite, 
les  projetantes  se- 
ront dirigées  suivant 
la  projection  hori- 
zontale (22);  nous 
plaçons  arbitrairement  en  b\c\  le  point  sur  lequel  se  pro- 
jettent tous  les  points  de  cette  horizontale.  La  différence  de 
cote  entre  le  point  a,  a  et  les  points  de  cette  horizontale  est 
égale  à  aa',  nous  portons  sur  la  projetante  du  point  a  pa- 
rallèle à  bc  la  longueur  a^a\  =  aa;  a\  est  la  nouvelle  pro- 
jection verticale  du  point  A  et  les  deux  droites  ont  leurs 
projections  verticales  confondues  en  a!  J)\  et  a\c\.  Dans  le 
système  de  projection  caractérisé  par  les  projetantes  pa- 
rallèles à  6c,  le  plan  est  de-bout  (49). 

53.  Etuployer  ce  plan  de-bout  coiume  plan  de 
projection.  —  Si  l'on  voulait  faire  un  double  changement 
de  plan  [1"  système  (32)]  et  employer  ce  plan  de-bout  comme 
plan  auxiliaire  (dit  horizontal),  on  prendrait  (50)  les  nou- 
velles projetantes  perpendiculaires  à  a'i^  ,  et  on  construirait 
les  nouvelles  projections  des  points  A,  B,  C,  en  conservant 
les  différences  des  éloignements  comptés  sur  les  projetantes 
aa\,  bb\,  cc\  à  partir  des  projections  horizontales  «,  h,  c  ; 
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ainsi  par  rapport  au  point  a,  à  les  différences  d'éloignement 
sont  h'^  et  cp  comptées  en  sens  inverse  l'une  de  l'autre. 
Plaçant  sur  la  projetante  menée  par  a\  le  point  a,  arbitrai- 
rement, nous  tracerons  a,Pj  perpendiculaire  aux  proje- 
tantes et  nous  compterons  ^^b^^=^b  et  |3,fj=:^c;  les  nou- 
velles projections  des  deux  droites  seront  a^b^  et  «,Cj. 

54.  Applicntlon.  —  Construire  l'angle  des  deux 
droites  ab,  a'b'  et  ac,  de  (fig.  38).  Le  plan  de  ces  deux 
droites  ayant  été  pris  pour  plan  de  projection  après  les 
deux  changements  de  plans  de  projection  que  nous  venons 
de  faire,  toutes  les  figures  situées  dans  ce  plan  se  projette- 
ront en  vraie  grandeur.  L'angle  ^,«,c',  sera  l'angle  de- 
mandé. 

Mais  nous  répétons  encore  qu'après  avoir  amené  le  plan 
à  être  de-bout  par  un  changement  de  plan  vertical,  il  vaudra 
mieux  ne  pas  faire  le  second  changement  de  plan  et  faire  une 
rotation  pour  amener  le  plan  de-bout  à  être  réellement 
parallèle  au  plan  horizontal  (voir  plus  tard  les  rotations 
117,2°).  . 

55.  Plan  parallèle  à  la  ligne  de  Terre.  —  Pour 

-i  qu'un  plan  soit  parallèle  à  une  droite, 

!  il  faut  et  il  suffit  qu'il  contienne  une 

—1 '  parallèle  à  cette    droite.  Nous   défini- 

rons un    plan  parallèle    à   la   ligne  de 

— t: T         Terre  par  une  droite  ah,  db'  (fig.  39) 

4t  parallèle  à  la  ligne  de  Terre  (24)  et  un 

Fig.  39.  point  C,c'. 

56.  Amener  un  plan  à  être 
parallèle  à  la  ligne  de  Terre  (fig.  40).  —Le  plan  est 
défini  par  les  deux  droites  ab,  db  et  ac,  de  .  Une  parallèle 
à  la  ligne  de  Terre  et  une  ligne  à  la  fois  horizontale  et  de 
front.  Nous  construisons  une  horizontale  du  plan  dont  les 
projections  sont  6'c',  bc;  nous  prenons  un  plan  vertical  auxi- 
liaire parallèle  à  cette  horizontale,  et  alors  les  projetantes 
nouvelles  seront  perpendiculaires  à  la  projection  hori- 
zontale be;  nous  conservons  la  différence  des  cotes  entre 
les  points. 

Ainsi  nous  marquons  arbitrairement  en  ^',  la  projection 


LE    PLAN 


43 


verticale  nouvelle  du  point  h.,b\  nous  obtenons  en  c',  la 
projection  verticale  nouvelle  du  point  c,c  ,  Ij\c\  étant  per- 
pendiculaire aux  projetan- 
tes et  parallèle  à  bc,'  la 
projection  verticale  nouvelle 
du  point  a, a  est  a\  tel  que 
x^a'^=xa' . 

Le  plan  est  parallèle  à  la 
ligne  de  Terre. 

Le  résultat  pouvait  ètr.- 
obtenu  d'une  manière  diflé- 
rente  en  prenant  dans  le 
plan  une  droite  de  front  et 
en  choisissant  un  nouveau 
plan  (dit)  horizontal  paral- 
lèle à  cette  droite  de  front; 
mais  dans  l'une  ou  l'autre 
des  deux  constructions,  un 
seul  changement  de  plan 
est  nécessaire. 

57.    Coustriiire    le    point    de    rencontre    d'une 
droite  avec  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan 

de   projection.    —    Nous 
considérons  (fig.  41)  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  ho- 
rizontal   représenté    par    la 
ligne  P,  lieu  des  projections 
horizontales  de  tous  les  points 
du  plan,  et  une  droite  donnée 
par  ses  deux  projections  ab, 
a'b'.    Le  point  de  rencontre 
de  la  droite  et  du  plan  étant 
un  point  du  plan  a  sa  projec- 
tion horizontale  sur  la  ligne 
P.  Ce  point,   étant  un  point 
,      .  ,  ^^  1'»  droite,  a  sa  projection 

horizontale   sur   ab.    La    projection    horizontale    du    point 
Je   .encontre    est    donc   le    point  c,   et    sa   projection  ver- 
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ticale  se  trouve  sur  la  projection  verticale  de  la  droite  en  c'. 

Le  même  raisonnement  fera  trouver  le  point  de  rencontre 

de  la  droite  ab,  aV  avec  le  plan  de  front  Q;  ce  point  a  pour 

projections  dd! . 

Si  le  plan  donné  est  le  plan 
perpendiculaire  au  plan  vertical 
représenté  par  la  ligne  R'  lieu 
des  projections  verticales  de 
tous  les  points  du  plan  (fig.  42), 
ou  le  plan  horizontal,  cas  par- 
ticulier du  plan  perpendiculaire 
au  plan  vertical  représenté 
par  S'  perpendiculaire  aux  pro- 
jetantes, une  droite  «è,  a'è' cou- 
pera ces  deux  plans  aux  points 
e',  e  ou  f'f. 
58.  Coustruire  le  point  de  rencontre  d'une 
«Iroite  et  d'un  plan.  —  La  méthode  consiste  à  faire 
passer  par  la  droite  AB  (fig.  43)  un  plan  quelconque?,  et  à 
construire  l'intersection  CD  des  deux 
plans  P  et  Q.  Cette  droite  CD  ren- 
contrera la  droite  AB  au  point  de- 
mandé A. 

On  doit  donc  choisir  le  plan  auxi- 
liaire Q  de  manière  à  obtenir  facile- 
ment son  intersection  avec  le  plan  P. 
Dans  le  cas  général  d'un  plan  défini 
par  deux  droites  qui  se  coupent  aZ*,  ^^.^       ., 

a'U  et  ac,  a'c  (fig.  44),  on  emploiera 

un  plan  perpendiculaire  à  un  des  plans  de  projection  et  pas 
sant  par  la  droite,  c'est-à-dire  le  plan  de-bout  qui  projette  la 
droite  sur  le  plan  vertical,  ou  le  plan  vertical  qui  projette  la 
droite  sur  le  plan  horizontal.  Les  projections  de  la  droite 
donnée  sont  d'e' ,  de.  Le  plan  de-bout  passant  par  la  droite 
est  représenté  par  la  projection  vert'cale  dé  lieu  des  projec- 
tions verticales  de  tous  les  points  de  ce  plan  de-bout;  la 
droite  ab,  a!b'  perce  ce  plan  au  point  f  ,f  (57),  la  droite 
ac,  a'c  perce  ce  plan  au  point  g  ,g;  ces  deux  points  appar- 
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tiennent  bien  à  la  fois  au  plan  donné  et  au  plan  auxiliaire; 
la  ligne  qui  les  joint  est  l'intersection  des  deux  plans.  La 
projection  horizontale  fg  de  celte  ligne,  et  la  projection 
horizontale  de  de  la  droite  donnée  se  coupent  au  point  h  qui 
est  la  projection  hori- 
zontale du  point  de 
rencontre  cherché  ;  les 
deux  droites  ont  leurs 
projections  verticales 
confondues  puisqu'el- 
les sont  dans  un  même 
plan  de  bout,  la  pro- 
jection verticale  du 
point  de  rencontre  pro- 
jeté   en  h  est  donc  h'. 

On  pouvait  employer 
comme  plan  auxiliaire 
le  plan  vertical  passant 
par  la  droite  et  repré- 
senté par  de  lieu  des 
projections  horizonta- 
les de  tous  les  points 
de  ce  plan;  ce  plan 
auxiliaire  coupe  le  plan 
donné  suivant  la  droite  dont  la  projection  verticale  est  kV y 
le  point  de  rencontre  de  UV  et  de  dé  est  le  point  A',  pro- 
jection verticale  du  point  de  rencontre  cherché  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  sur  la  projection  horizontale  de  de  la 
droite. 

Quelle  que  soit  la  manière  dont  le  plan  a  été  défini,  on 
pourra  toujours  prendre  dans  ce  plan  deux  droites  et  les 
choisir  de  manière  que  leurs  projections  rencontrent  dans  les 
limites  de  l'épure  la  projection  verticale  ou  la  projection 
horizontale  de  la  ligne  donnée.  Ainsi  nous  pourrons  tracer 
dans  le  plan  une  droite  auxiliaire  telle  que  h  m  ^  hin;  le  xjlan 
qui  projette  verticalement  la  ligne  de,  d'e'  et  que  nous  uvons 
d'abord  employé  coupe  cette  droite  au  point  n',  n  qui  appar- 
tient à  l'intersection  des  deux  plans  et  doit  se  trouver   sur 
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la  droite  fs,  f'g  que  nous  avons  précédemment  construite. 
On  pourra  donc  toujours  réaliser  le  tracé  que  nous  venons 
d'exposer;  il  appartiendra  au  constructeur  de  choisir  dans 
le  plan  les  lignes  dont  l'usage  simplifiera  les  tracés. 

59.  Construire  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  de  profil  et  d'un  plan  (fig.  45).  —  Ce  plan  est 
défini  par  les  deux  droites  a/-»,  a'b'  et  ac,  a  c  \  la  droite  de 
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profit  est  (fe,  de  .  Il  serait  incommode  de  prendre  comme 
plan  auxiliaire  un  plan  projetant  de  la  droite;  ce  plan  est 
un  plan  de  profil,  et  il  faudrait  faire  un  changement  de  plan 
pour  trouver  le  point  où  l'intersection  des  deux  plans  ren- 
contre la  droite  de  profil. — Déterminons  un  plan  auxiliaire 
quelconque  passant  par  la  droite  de^  de  en  menant  par  le 
point  d^  d  une  horizontale  de  direction  quelconque  (autre 
que  celle  deshorizontales  du  plan  donné).  Soit,  par  exemple, 
la  droite  horizontale  dl,  dï .  Si  nous  menons  par  e,  è  la 
parallèle  e«,  èri  à  f//,  dl\  nous  aurons  une  autre  horizontale 
dii  même  plan.  Construisons  l'intersection  de  ce  plan  avec 
le  plan  donné.  Coupons  le  plan  donné  par  le  plan  hoi'izontal 
qui  contient  la  droite  dl,  dl',  nous  obtenons  dans  le  plan 
donné  l'horizontale  h' g ,  hg  ei  le  point  k^  k'  est  un  point  de 
l'intersection  des  deux  plans.  Coupons  ce  plan  donné  par  le 
plan  horizontal  qui  contient  la.  droite  en,  e'n,  nous  obtenons 
:lans  le  plan  donné  l'horizontale  bc,  b'c' ,  et  le  point  f,  f  est 
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Fig'.   46. 


un  point  de  l'intersection  des  deux  plans.  Cette  intersection 
a  pour  projections /X-,  fk'  qui  rencontre  la  droite  de^  dé  au 
point  cherché  /«,  m' . 

60.  Construire  rintersectlon  de  deux  plans.  — 

On  considère  deux  plans  P  et  Q  (fig.  46);  on  veut  cons- 
truire l'intersection  de  ces  deux 
plans.  On  les  coupe  par  un  troisième 
plan  auxiliaire  R  qui  coupe  le  plan  P 
suivant  la  droite  AB  et  le  plan  Q 
suivant  la  droite  CD  ;  les  deux  droites 
AB  et  CD  se  rencontrent  en  un  point 
E  qui  est  un  point  de  l'intersection 
des  deux  plans.  On  répétera  la  même 
construction  en  prenant  un  autre 
plan  auxiliaire  et  l'intersection  sera 
déterminée. 

On  comprend  que  cette  construction  ne  peut  s'appliquer 
qu'à  la  condition  que  les  plans  auxiliaires  tels  que  R  soient 
choisis  de  manière  que  leurs  intersections  avec  les  phins 
doanés  soient  faciles  à  obtenir. 

Considérons  le  cas  général  (fig.  47).  Le  plan  P  est  défini 
par  deux  droites  ah,  ah  et  ac,  àc\  le  plan  Q  est  défini 
par  deux  droites  de,  dé  et  df,  df.  Nous  allons  couper  ces 
deux  plans  par  un  plan  auxiliaire  R'  perpendiculaire  au 
plan  vertical;  la  droite  ab,  a'b'  perce  ce  plan  R'  au  point 
h'h,  la  droite  ac,  dé  perce  ce  plan  R'  au  point  éc;  ces  deux 
points  appartiennent  bien  à  la  fois  au  plan  P  et  au  plan  R; 
l'intersection  des  deux  plans  est  la  ligne  i'c',  bc.  Les  deux 
droites  dé ,  de,  et  df ,  df  percent  le  plan  R'  respectivement 
aux  points  dont  les  projections  sont  ée  etff;  l'intersection 
du  plan  Q  avec  le  plan  R  a  pour  projections  éf,  ef  Les 
deux  lignes  hc,  b'é  et  ef,  éf  se  rencontrent  au  point  dont  la 
projection  horizontale  est  g,  et  dont  la  projection  verticale 
est  g ,  située  sur  R'.  C'est  un  point  de  l'intersection  des 
deux  plans  P  et  Q. 

On  va  couper  les  deux  plans  par  un  autre  plan  auxiliaire; 
on  aura  intérêt  à  prendre  ce  plan  parallèle  à  R',  parce  que 
les    intersections    avec  les    plans  P   et  Q  seront    parallèles 
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aux  lignes  précédemment  obtenues  et  qu'il  suffira  d'obtenir 
un  point  de  chacune  d'elles. 

Nous  faisons  passer  ce  plan  R'^  parallèle  à  R'  par  le 
point  a,  a  par  exemple  ;  la  ligne  R',,  lieu  des  projections 
verticales  de  tous  les  points  de  ce  plan,  passera  par  a  . 

Ce  plan  R'j  coupe  le  plan  P  suivant  une  parallèle  à  6c, 
b'c    passant  par    a^a' \   la   projection  horizontale  de  cette 


parallèle  est  ah',  ce  plan  R',  coupe  le  plan  Q  suivant  une 
parallèle  à  ef,  e'f  passant  par  le  poixit  k'k  où  la  droite  d'e\ 
de,  perce  le  plan  R'^,  kh  est  la  projection  horizontale  de 
cette  ligne,  et  le  point  h  est  un  point  de  la  projection  hori- 
zontale de  l'intersection  des  deux  plans;  ce  point  d'inter- 
section a  sa  projection  verticale  en  K  sur  R',.  Donc  l'inter- 
section de  deux  plans  se  projette  suivant  la  ligne  gh,  g'h. 

La  direction  du  plan  R'j  est  arbitraire,  on  n'aurait  d'inté- 
rêt à  prendre  des  plans  horizontaux  que  si  l'on  connaissait 
d'avance  la  direction  des  horizontales  des  deux  plans. 

On  pouvait  employer  des  plans  auxiliaires  perpendicu- 
laires au  plan  horizontal. 
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Quelle  que  soit  la  manière  dont  les  deux  plans  sont  défi- 
nis, on  pourra  toujours  prendre  dans  chaque  plan  deux 
droites  et  employer  cette  méthode. 

61.  Plans  ayant  leurs  liorizontales  parallèles. 

—  Si  les  deux  plans  avaient  leurs  horizontales  parallèles 
entre  elles,  leur  intersection  serait  une  droite  horizontale  ; 
[quand  deux  plans  passent  par  deux  droites  parallèles,  leur 
intersection  est  parallèle  à  ces  droites  (v"  livre)].  Il  suffirait 
alors  de  construire  un  point  de  l'intersection. 

62.  Construire  le  point  commun  à  3  plans.  — 
On  peut  réaliser  ce  problème  de  plusieurs  manières. 
Conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  (17  bis)  nous  allons 
indiquer  des  solutions  géométriques.  On  les  construira 
ensuite  en  choisissant,  selon  la  disposition  des  données,  les 
procédés  qui  conduiront  le  plus  facilement  au  résultat. 

Nous  désignons  les  3  plans  par  les  lettres  P.  Q.  R. 

1<»  Construire  la  droite  d'intersection  des  plans  P  et  Q; 
soit  A  cette  droite. 

Construire  la  droite  d'intersection  des  plans  P  et  R  ;  soit 
B  cette  droite. 

Les  deux  droites  A  et  B  se  rencontreront  nécessairement 
en  un  point  qui  sera  le  point  cherché. 

On  pourrait  construire  la  droite  d'intersection  des  plans 
Q  et  R  ;  cette  droite  C  devrait  passer  par  le  point  de  ren- 
contre des  droites  A  et  B;  on  peut  l'employer  avec  l'une 
de  ces  droites.  La  construction  des  3  droites  A,  B,  C  four- 
nira une  vérification. 

2o  Construire  l'intersection  de  deux  plans  P  et  Q  par 
exemple. 

Soit  A  la  droite  d'intersTection  de  ces  deux  plans  ;  on 
cherchera  le  point  où  cette  droite  A  perce  le  plan  R.  Ce 
point  sera  le  point  cherché. 

63.  Applications  des  tracés  précédents  au  cas 
où  les  plans  sont  définis  par  leurs  traces.  — 
1°  Lignes  de  plus  grande  pente.  Le  plan  est  défini  par  ses 
traces  ab,  a'b'  trace  verticale  et  ac,  ac  trace  horizontale 
(fig.  48).  La  projection  horizontale  d'une  ligne  de  plus 
grande  pente,  par  rapport  au  plan  horizontal,  est  perpendi- 
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culaii-e  à  la  projection  horizontale  ac  de  l'horizontale  (43)  ; 
soit  bel  celte  projection  horizontale,  les  points  du  plan 
projetés  en  h  eX  d  ont  leurs  projections  verticales  sur  les 
projections   verticales  des  droites  en  b'  et  d ,   la  ligne   de 

plus  grande  pente  a 
pour  projection  verti- 
cale b'cl.  Prenons  un 
plan  vertical  auxiliaire 
paiallèle  à  cette  droite 
(28)  Nous  plaçons  la 
nouvelle  ligne  de  terre 
en  L,Tj  parallèle  à  bd, 
la  nouvelle  projection 
verticale  du  point  dd' 
est  f/j'  puisque  la  cote 
de  ce  point  est  nulle; 
la  nouvelle  projection 
verticale  du  point  bb'  est  b\  en  prenant  xb\=^bb' ;  la  nou- 
velle projection  verticale  de  la  ligne  de  plus  grande  pente 
est  b\d\;  l'angle  de  cette  droite  avec  le  plan  horizontal 
égal  à  l'angle  du  plan  avec  le  plan  horizontal  est  l'angle  0 
=:  b\d\y.. 

On  fera  un  tracé  analogue  pour  obtenir  l'angle  du  plan 
avec  le  plan  vertical  en  employant  une  ligne  de  plus  grande 
pente  par  rapport  au  plan  vertical. 

64-  Amener  un  plan  à  être  korlzontal  (hg.  49). 
—  Le  plan  est  défini  par  ses  traces;  nous  notons  la  trace 
verticale  ac,  a  c  ,  et  la  trace  horizontale  ab,  a  b' .  Comme 
nous  l'avons  expliqué  (42),  un  plan  horizontal  est  un  cas 
particulier  d'un  plan  de-bout  (50). 

Pour  qu'un  plan  soit  de-bout  (perpendiculaire  au  plan 
vertical)  il  faut  et  il  suffit  qu'il  contienne  une  perpendicu- 
laire au  plan  vertical;  une  perpendiculaire  au  plan  vertical 
est  un  cas  particulier  d'une  droite  horizontale  (22).  Nous 
allons  prendre  un  plan  vertical  auxiliaire  perpendiculaire  à 
l'horizontale  ab,  ab',  nous  placerons  la  ligne  de  terre 
LjTj  perpendiculaire  h  ab.  Les  points  a,  a  et  b,b'  auront 
leurs  projections  verticales  nouvelles  confondues  en  a\b\; 
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prenons  le  point  ce'  de  la  ligne  de  front;  la  cote  c,  c  viendra 
en  r,  <■',  et  a\  c\  sera  la  nouvelle  projection  verticale  de  la 
droite.  Comme  toutes  les  droites  du  plan  de-bout  ont  leurs 
projections  verticales  confondues  (49),  a  ^  c\  sera  la  nou- 
velle trace  verticale  du  plan. 

Si  nous  voulons  ensuite  rendre  ce  plan  de-bout  réellement 
jKirallèle  au  plan  horizontal,  il  faudra  eflectuer  une  rota- 
tion. Si  nous  voulons  prendre  ce  plan  comme  second  plan 
de  projection  analogue 
an  plan  horizontal,  nous 
prendrons  un  plan  de  pro- 
jection dont  la  ligne  de 
terre  Lj,Tj  soit  parallèle  ii 
a'jC'j  (50);  cette  fois  nous 
conserverons  le  plan  ver- 
tical et  par  conséquent  les 
différences  entre  les  éloi- 
gnements.  Le  point  c,  c\ 
a  un  éloignement  nul,  le 
point  a^a  ^  a  un  éloigne- 
ment égal  à  a  a.  Nous 
portons  cet  éloignement 
en  a<2,  sur  la  projetante  menée  par  ci ^  perpendiculairement 
à  LjTj.  a^c^  est  la  nouvelle  projection  horizontale  de  la  trace 
verticale  primitive  ;  la  trace  horizontale  primitive  est  pro- 
jetée en  aflj  ;  nous  avons  donc  en  art^c^  l'angle  formé  par 
les  traces  primitives. 

65.  Construire  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  et  d'un  plan*  —  Le  plan  est  défini  par  ses 
traces  ah,  ab'  et  ac,  de  (fig.  50)  la  droite  est  définie  par 
ses  projections  de,  de' . 

Nous  prenons  pour  plan  auxiliaire  le  plan  de-bout  passant 
par  la  droite  et  représenté  par  dé ,  lieu  de  projections  ver- 
ticales de  tous  les  points  de  ce  plan;  la  ligne  a'c\  ac  ne 
coupe  pas  ce  plan  dans  les  limites  de  l'Épure;  nous  ajoutons 
une  troisième  ligne  du  plan,  par  exemple  une  horizontale 
fg,  fg-  Le  plan  de-bout  représenté  par  d'e  coupe  db' ,  ah 
au  point /i'A,  c,ow^efg'fg  au  point  ^'^;  l'intersection  de  ce 


Fig.  4'.( 


GEOMETRIE    DESCRIPTIVE 


plan  de-hout  avec  le  plan  donné  est  projetée  en  hg.  Le 
point  de  rencontre  k  de  hg  et  de  de  est  la  projection  hori- 
zontale du  point  de  rencontre  de  'a  droite  de,  de  avec  le 

plan  proposé,  et  la  pro- 
jection verticale  de  ce 
point  de  rencontre  est 
k'. 

66  Construire Pin- 
tersectiou  de  deux: 
plans.  —  Si  les  traces 
verticales  des  deux  plans 
se  coupent  dans  les  limi- 
tes de  l'Epure,  leur  point 
commun  est  un  point  de 
l'intersection;  cela  re- 
vient à  dire  qu'on  a 
coupé  les  deux  plans  par 
un  plan  de  front,  un 
autre  plan  de  front  donnera  deux  droites  de  front  qui  four- 
niront un  second  point.  De  même  on  pourra  se  servir  du 
plan  horizontal  si  les  traces  horizontales  se  coupent,  on 
prendra  ensuite  un  plan  horizontal  auxiliaire. 


LE    PLAN    EN    GEOMETRIE    COTEE 

On  définit  deux  droites  qui  se  coupent  par  leurs  projec- 
tions horizontales,  la  cote  de  leur  point  de  rencontre,  et  par 
les  angles  que  chacune  d'elles  forme  avec  le  plan  horizon- 
tal —  ou  par  la  cote  du  point  de  rencontre  et  la  cote  d'un 
autre  point  pris  sur  chaque  droite. 

67.  Ligue  de  plus  i^raude  pente.  —  La  première 
construction  que  nous  allons  effectuer  va  être  la  construc- 
tion d'une  ligne  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan 
horizontal.  Nous  devons  donc  obtenir  une  horizontale  du 
plan  (43)  (fig.  50  bis). 

Les  projections  des  deux  droites  sont  ah  et  ac,  la  cote 
du  point  a  est  donnée,  on  donne  en  outre  l'angle  de  chaque 
droite  avec  le  plan  horizontal. 
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Fig.  50  bis. 


Nous  prenons  pour  plan  veitical  auxiliaire  le  plan  qui 
projette  horizontaienient  la  droite  ab,  nous  portons  donc  la 
cote  donnée  du  point 

a  en  na   et  nous  me-  ,-- -^^^ 

nons  par   a    la   ligne  i-''  "^îf» 

ab    faisant    avec    ab 

l'angle    a    donné  ;    le 

point   b   est   le   point 

de    cette   droite  dont 

la  cote  est  nulle,  c'est 

la    trace    horizontale 

de  la  droite. 

Nous  prenons  un 
second  plan  vertical 
auxiliaire,  c'est  le 
plan  qui  projette  la 
droite  ac  ;  la  cote  du  point  a  doit  être  portée  en 
aa\=aa  =cote  donnée;  la  projection  verticale  auxiliaire 
de  la  droite  est  a'c  faisant  avec  ac  l'angle  ^  donné;  le 
point  c  est  le  point  à  cote  nulle  de  la  droite,  c'est  la  trace 
horizontale  de  la  droite. 

Donc  bc  est  l'horizontale  à  cote  nulle  du  plan,  c'est  la 
trace  horizontale. 

Si  la  droite  ab  est  définie  par  un  autre  point  projeté  en  k 
et  dont  la  cote  est  connue,  on  prendra  le  même  plan  vertical 
auxiliaire;  on  prendra  la  cote  donnée  pour  le  point  A  en  kk', 
et  a'k'  sera  la  projection  verticale  cherchée. 

De  même  si  ac  est  défini  par  le  point  projeté  en  l  dont  la 
cote  est  donnée,  on  portera  la  cote  donnée  de  l  en  /  et  on 
aura  encore  la  projection  auxiliaire. 

Si  les  points  à  cote  nulle  b  et  c  sont  trop  éloignés,  on 
cherchera  sur  chaque  droite  un  point  ayant  une  cote  don- 
née h  ;  on  mènera  une  parallèle  à  aè  à  une  distance  de  ab 
égale  à  h,  on  obtiendra  le  point  (^'projeté  en  <^  ;  on  mènera 
une  parallèle  à  ac  à  une  distance  de  ac  égale  à  h,  on  obtien- 
dra le  point  e  projeté  en  e  ;  de  sera  la  projection  horizon- 
tale d'une  horizontale  du  plan  à  la  cote  h. 

On  pourra  alors  tracer  la  projection  horizontale  a^/per- 
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pendiculaire  aux  horizontales  et  les  rencontrant  au  point  ' 
dont  la  cote  est  nulle,  au  point  g  dont  la  cote  est  égale  à  h 
C'est  la  projection  horizontale  d'une  ligne  de   plus  grande 
pente  par  rapport  au  plan  horizontal   (43). 

Cette  ligne  de  plus  grande  pente  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal le  même  angle  que  le  plan  (44).  Pour  construire 
l'angle  de  la  droite  agf  a.vec  le  plan  horizontal,  nous  pre- 
nons un  plan  vertical  auxiliaire  parallèle  à  la  droite  (28), 
soit  le  plan  vertical  projetant  la  droite;  nous  portons  la  cote 
du  point  a  de  rt  en  a\  sur  la  perpendiculaire  à  afg;  a\f  esl 
la  projection  verticale  auxiliaire;  l'angle  cherché  se  projette 
en  Y-  Si  nous  n'avons  pas  le  point  f,  nous  porterons  en  gg\ 
la  cote  du  point  g  égale  à  h  et  nous  trouverons  a\ff\. 

68.  Trouver  la  cote  d'un  point  du  plan  (fig.51). 

—  En  général,  dans  la  géométrie  cotée,  on  adopte  comme 

mode  de  définition  d'un  plan  la  définition 
;%'  par  une  ligne  de  plus   grande  pente  ;  la 

connaissance  d'une  de  ces  lignes  suffit 
pour  déterminer  le  plan  (46).  Ainsi  on 
définit  une  droite  par  sa  projection  hori- 
zontale ab,  la  cote  d'un  point  et  l'angle 
**"  avec  le  plan  horizontal  ;  soit,  par  exem- 
ple, a  le  point  à  cote  nulle,  la  trace  ho- 
rizontale de  la  droite  ;  cette  ligne  est  ligne  de  plus  grande 
pente  d'un  plan  par  rapport  au  plan  horizontal.  On  donne 
la  projection  horizontale  c  d'un  point  du  plan,  déterminer 
la  cote  du  point  projeté  en  c.  —  Traçons  la  projection  de 
l'horizontale  qui  passe  par  le  point  c;  elle  est  perpendi- 
culaire sur  ab  (43),  elle  rencontre  ab  au  point  projeté  en  d 
qui  a  même  cote  que  le  point  c;  prenons  pour  plan  vertical 
auxiliaire  le  plan  vertical  qui  projette  la  droite  ab  :  la  pro- 
jection verticale  de  la  droite  passera  par  a,  point  à  cote 
nulle,  fera  avec  ab  l'angle  donné  y;  ce  sera  ab',  le  point  pro- 
jeté en  c?  a  sa  projection  verticale  en  d' ,  dd'  est  la  cote  du 
point  c. 

69.  Intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  (fig.  52). 

—  On  donne  les  projections  horizontales  ab  et  bc  de  deux 
droites  qui  se  coupent;  ces  droites  sont  définies  de  la   ma- 
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nière  suivante  :  les  points  a  et  c  sont  les  traces  de  ces 
droites  sur  le  même  plan  horizontal,  à  partir  duquel  nous 
ompterons  les  cotes.  La  cote  du  point  projeté  en  b  au- 
dessus  de  ce  même  plan  horizontal  est  donnée. 

On  définit  une  droite  par  sa  projection  horizontale  dk,  sa 


Fig.  52. 

trace  d  sur  le  même  plan   horizontal  que  celui  qui  contient 
a  et  c,  et  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal. 

Construire  le  point  de  rencontre  de  la  droite  avec  le 
plan  :  i'*  Méthode;  nous  considérons  le  plan  vertical  passant 
par  la  droite,  et  représenté  par  dk  lieu  des  projections  hori- 
zontales de  tous  les  points  de  ce  plan..  Il  coupe  les  droites 
données  aux  points  projetés  en  eet/,  et  détermine  dans  ce 
plan  une  droite  dont  la  projection  est  ef  et  dont  il  faut 
construire  l'intersection  avec  dk.  11  faut  d'abord  déterminer 
la  droite  projetée  en  ef  en  déterminant  les  cotes  des  points 
projetés  en  e  et  f.  Nous  prenons  pour  plan  vertical  auxi- 
liaire le  plan  qui  passe  par  la  droite  projetée  horizontale- 
ment en  ab,  la  cote  du  point  a  est  nulle,  la  cote  du  point 
projeté  en  b  est  donnée  et  égale  à  bb',  ab'  est  la  projection 
verticale  auxiliaire  de  la  droite,  et  la  cote  du  point   projeté 
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eneestee.  Nous  prenons  un  second  plan  vertical  passant  par 
la  droite  projetée  horizontalement  en  bc,  la  cote  du  point  c 
est  nulle,  la  cote  du  point  projeté  en  b  est  bb\=^bb',  la  pro- 
jection verticale  de  la  droite  projetée  en  bc  eslcb\,  la  cote  du 
point  projeté  en^esty^.  Nous  prenons  un  troisième  plan  verti- 
cal qui  contient  les  deux  droites  projetées  endk  etef.  La  pro- 
jection verticale  de  la  droite  projetée  est  dk  est  dk'  faisant 
avec  dk  l'angle  donné  y  que  fait  la  droite  avec  le  plan  hori- 
zontal. La  projection  verticale  de  la  droite  projetée  en  efesX 
^\fi  {^^' i^^^' f  ff  i^^ff)-  ^^^  projections  verticales  se  cou- 
pent en^'  projection  verticale  du  point  de  rencontre  cherché 
de  la  droite  avec  le  plan,  point  dont  la  projection  horizon- 
tale est  g  et  dont  la  cote  est  égale  à  gg 

5*  Méthode  (fig.  53).  Les  données  sont  les  mêmes. 
Si  nous  joignons  le  point  a  au  point  c  nous  aurons  une 
horizontale  du  plan  des  deux  droites,  et  si  nous  menons  par 

b  une  parallèle   bl 
^x    .  a    ac  nous   aurons 

!  \  '^^^  la  projection  d  une 

.'        *•  -\^N  horizontale  du  plan 

\  ,      ^^^  des    deux    droites, 

passant  par  le 
point  projeté  en  b 
et  à  la  cote  de  ce 
point.  Faisons  pas- 
ser par  la  ligne 
projetée  en  dk  un 
plan  quelconque 
que  nous  défini- 
rons en  menant 
par  le  point  d  une  ligne  horizontale  df.  Les  horizontales 
ac  et  df^  situées  dans  le  même  plan  horizontal,  se  coupent 
en  un  point  /  qui  est  un  point  de  l'interseetion  des  deux 
plans.  Cherchons  sur  la  droite  projetée  en  dk  un  point 
à  la  même  cote  que  le  point  projeté  en  b  et  pour  cela 
prenons  un  plan  vertical  auxiliaire  passant  par  la  droite, 
la  projection  verticale  sera  dK  faisant  avec  dk  l'angle  donné 
Y  que  fait  la  droite  avec  le  plan  horizontal  ;  le  point  de  la 
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droite  qui  a  môme  cote  que  le  point  projeté  en  b,  est  le 
point  ^'^  (^'^= />//),  nous  traçons  par  ce  point  une  hori- 
zontale parallèle  h  dfel  dont  la  projection  horizontale  sera 
^l;  les  horizontales  des  deux  plans  projetées  en  bl  et  en  gl, 
ayant  même  cote,  se  coupent  au  point  projeté  en  l,  c'est 
un  second  point  de  l'intersection  des  deux  plans.  La  pro- 
jection horizontale  de  cette  intersection  est  //qui  rencontre 
la  projection  horizontale  dk  au  point  h,  projection  du  point 
de  rencontre  cherché  de  la  droite  et  du  plan,  la  cote  de  ce 
point  projeté  en  h  est  hJi  .  Cette  2®  méthode  aurait  pu  être 
appliquée  si  le  plan  était  défini  par  une  ligne  de  plus 
grande  pente  par  rapport  au  plan  horizontal  (45). 

70.  Intersection  cBo  deux  plans  (fig.  54).  —  Nous 
adoptons  ici  le  mode  de 
définition  de  chacun  des 
plais  par  une  ligne  de 
plus  grande  pente,  par 
rapport  au  plan  hori- 
zontal (46). 

La  ligne  de  plus  grande 
pente  d'un  plan  P,  est 
donnée  par  sa  projection 
horizontale  aJ,  sa  trace  a, 
son  angle  a  avec  le  plan 
horizontal;  la  ligne  de 
plus  grande  pente  d'un  plan  Q,  est  donnée  par  sa  projec- 
tion horizontale  cd,  sa  trace  c,  son  angle  (3  avec  le  plan 
horizontal.  D'abord  les  horizontales  des  deux  plans  passant 
par  «  et  c  sont  ae  et  ce,  dans  le  même  plan  horizontal, 
elles  se  coupent  en  un  point  e,  dont  la  cote  est  nulle  et 
qui  appartient  à  l'intersection  des  deux  plans. 

Cherchons  sur  les  deux  droites,  deux  points  à  la  même 
cote;  pour  cela,  nous  prenons  pour  plan  vertical,  le  plan 
passant  par  la  droite  projetée  en  ab,  la  projection  verticale 
de  la  droite  est  ab' ,  faisant  avec  ab  l'angle  a  donné;  nous 
prenons  un  second  plan  vertical  passant  par  la  droite 
projetée  en  cd,  la  projection  verticale  de  la  droite  est  cd!^ 
taisant  avec  cd  l'angle  donné  (3.  Nous  prenons  des  points  ff 


Fig.  54. 
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et  dd  tels  que  ff^dd.  Les  points  projetés  en  d  ^i  f  ont  la 
même  cote;  nous  menons  les  horizontales  fg  perpendicu- 
laire à  ab,  dg  perpendiculaire  à  cû?,  ces  horizontales  à  la 
même  cote  se  coupent  en  un  point  projeté  en  g,  dont  la 
cote  est  celle  des  horizontales,  et  qui  est  un  autre  point  de 
l'intersection  des  deux  plans;  cette  intersection  a  pour 
projection  horizontale  eg. 

7 1 .  Les  lioriï^ontnles  des  deu^c  plans  sont  pa- 
rallèles entre  elles  (fig.  55).  —  Nous  avons  déjà  dit 
(61)   que    l'intersection    des   deux  plans  étant  une    droite 

if-  / 


horizontale,  il  suffit  d'en  construire  un  point.  Le  premier 
plan,  que  nous  appellerons  P,  est  défini  par  une  ligne  de 
plus  grande  pente,  dont  la  projection  horizontale  est  ab, 
l'angle  avec  le  plan  horizontal  est  égal  à  a,  la  cote  du  point 
projeté  en  a  est  nulle.  Le  second  plan,  que  nous  appellerons 
Q,  est  défini  par  une  ligne  de  plus  grande  pente,  dont  la 
projection  horizontale  est  cd,  l'angle  avec  le  plan  horizontal 
est  égal  à  (3,  la  cote  du  point  projeté  en  c  est  nulle. 

ab  et  cd  sont  parallèles,  par  conséquent  les  horizontales 
des  deux  plans  sont  parallèles  entre  elles. 

Nous  coupons  ces  deux  plans  par  un  troisième  R,  C|i.e 
nous  définissons  par  une  ligne  de  plus  grande  pente  pro- 
jetée suivant  une  ligne  quelconque  e/j  qui  coupe  ab  et  cd 
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l'nngle  de  ce  plan  avec  le  plan  horizontal  est  égal  à  y,  la 
rote  du  point  projeté  en  e  est  nulle. 

Construisons  d'abord  l'intersection  de  P  et  de  R;  les 
horizontales  à  cote  nulle  passant  par  «  et  e  se  coupent  au 
point  k.  Nous  prenons  comme  plan  vertical  auxiliaire,  le 
plan  projetant  ab;  la  projection  verticale  est  ah',  faisant 
avec  ab  l'angle  x,  et  nous  nous  donnons  sur  cette  droite  un 
point  g'g. 

Nous  prenons  comme  second  plan  vertical  auxiliaire  le 
plan  projetant  ef,  la  projection  verticale  est  e/"',  faisant  avec 
e/"  l'angle  y;  nous  cherchons  le  point  h'h  de  cette  droite, 
dont  la  cote  est  égale  à  g'g;  les  horizontales  ^et  h  se  coupent 
au  point  /,  la  ligne  Ik  est  la  projection  horizontale  de  l'in- 
tersection des  plans  P  et  R. 

Cherchons  de  même  l'intersection  des  plans  Q  et  R. 

Prenons  pour  troisième  plan  vertical  le  plan  projetant  cd, 
la  projection  verticale  de  cd  est  cd',  faisant  avec  cd  l'angle  ^, 
et  cherchons  sur  cette  droite  le  point  m'm,  dont  la  cote 
m'm^=g'g=h'h;  les  horizontales  m  et  h  se  coupent  au 
point  n,  les  horizontales  à  cote  nulle  c  et  e  se  coupent  au 
point  p,  pn  est  la  projection  horizontale  de  l'intersection 
des  plans  Q  et  R  ;  A7  et  np  se  coupent  au  point  (],  projection 
hoiizontale  d'un  point  de  l'intersection  des  plans  P  et  Q, 
il  n'y  a  plus  qu'à  mener  l'horizontale  rqs  et  on  peut  vérifier 
^ue  la  cote  /v'^^la  cote  ss  . 

72.  Problèmes  dont  on  rencontre  de$^  applica- 
tions fréquentes.  —  Conformément  à  ce  que  nous  avons 
exposé  (17  bis),  nous  indiquons  ici  les  solutions  géomé- 
triques seulement  de  deux  problèmes,  sans  nous  occuper 
de  réaliser  des  constructions.  Nous  invitons  le  lecteur  à 
exécuter  les  tracés  en  disposant  les  données  successive- 
ment de  plusieurs  manières  différentes  : 

1°  Construire  une  droite  passant  par  un  point  et  ren- 
contrant deux  droites  données. 

!"■  Méthode  (fig.  56).  On  donne  deux  droites  AB  et  CD  et 
le  point  E.  On  détermine  un  plan  P  passant  par  l'une  des 
droites  AB,  par  exemple,  et  le  point  E,  on  prend  l'inter- 
section  de   la   seconde   droite    CD,    avec   le   plan    P   (59), 
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soit  F  ce  point,  la  ligne  EF  est  évidemment  la  ligne  cher- 
chée. 

2^  Méthode  (fig.  56  bis).  Par  chacune  des  droites  et  le  point 
E,  on  fait  passer  un  plan;  le  plan  P  passe  par  AB  et  le  point 


Fig.  56  bis. 


E.  Le  plan  Q  par  CD  et  le  point  E  ;  ces  deux  plans  se  coupent 
(60)  suivant  une  droite  HG,  passant  par  le  point  E  et  qui 
est  la  droite  demandée. 

73.  2°  Construire  une  droite  parallèle  à  une  direction 
donnée  R  et  rencontrant  deux  droites  données  AB  et  CD. 

1"  Méthode  (fig.  57).  On  détermine  par  l'une  des  droites 


AB,  par  exemple,  un  plan  P  parallèle  à  la  direction  R,  en 
menant  par  un  point  E,  pris  sur  AB,  une  parallèle  EF  à  R. 
On  construit  le  point  de  rencontre  G  de  la  droite  CD  avec 
ce  plan  et  on  mène  GH  parallèle  à  EF  qui  est  la  droite 
cherchée. 
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2*  Méthode  (fig.  57  bis).  On  détermine  en  menant  par  un 
point  B  pris  sur  AB  une  parallèle  BE  à  R,  un  plan  P  parallèle 
à  R. 

De  même,  en  menant  par  un  point  D  pris  sur  CD  une 
parallèle  DF  à  R,  on  détermine  un  plan  Q  parallèle  à  R. 
Les  deux  plans  P  et  Q  se  coupent  (60)  suivant  une  droite 
GH  parallèle  à  R  et  qui  rencontre  les  deux  droites  données. 

74.  Plan!^  bissecteui*»  des  dièdres  formés  par 
les  plans  de  projectiou.  —  Si  l'on  considère  un  sys- 
tème de  plans  de  projection  rectangulaires,  quelle  que  soit 


I 


Fig.  58. 

la  position  de  ces  plans,  ils  forment  quatre  angles  dièdres 
qui  présentent  deux  plans  bissecteurs.  Ces  plans  bissec- 
teurs ont  une  direction  constante,  et  les  droites  et  plans  de 
l'espace  peuvent  occuper,  par  rapport  à  ces  plans,  des  posi- 
tions particulières. 

Supposons  d'abord  deux  plans  de  projection  fixes  V  et  H 
(fig.  58),  et  un  point  A  situé  au-dessus  du  plan  horizontal  et 
en  avant  du  plan  vertical,  c'est-à-dire  d'après  les  conven- 
tions que  nous  avons  établies  pour  la  manière  de  regarder 
les  deux  projections  (14),  que  l'observateur  placé  h  l'infini 
-u-dessus  du  plan  horizontal  verra  le  point  A,  et  au-dessous 
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la  projection  horizontale  a,  sur  le  même  rayon  visuel  ver- 
tical, et  que  l'observateur  placé  à  l'infini  en  avant  du  plan 
vertical  verra  sur  le  même  rayon  visuel  d'abord  le  point  A, 
et  plus  loin,  le  point  a  projection  verticale.  Ce  point  est 
dans  un  dièdre  qu'on  appellera  1"  dièdre. 

En  faisant  le  rabattement  du  plan  vertical  sur  le  pl:in 
horizontal,  nous  supposerons  que  la  partie  supérieure  du 
plan  vertical  marquée  V,  se  rabat  sur  la  partie  postérieure 
du  plan  horizontal  marquée  Hj. 

Le  dièdre  adjacent  au  1*'  dièdre,  et  compris  entre  V  et  H,, 
par  conséquent  au-dessus  du  plan  horizontal,  sera  le 
2°  dièdre. 

Les  dièdres  opposés  seront  le  3*  opposé  au  1^,  et  le  4® 
opposé  au  2^ 

Désignons  par  B  le  plan  bissecteur  du  1*"^  dièdre  et 
prenons  dans  ce  plan  un  point  C,  dont  les  projections  sont 
c  et  c',  Cc=Cc'. 

En  faisant  le  rabattement  comme  nous  l'avons  indiqué 
plus  haut,  les  points  c  et  c'  viendront  à  égale  distance  de 
la  ligne  de  terre  (fig.  59)  xc=ci.c  . 

75.  Droites  parallèles  au  plan  bissecteur  du 
ler  dièdre.  —  Un  autre  point  du  plan  B  viendra  de  même 
se  projeter  en  d,  d'  {^d  =  Ç)d!),  donc  en  joignant  les  deux  points 


Fig.  59.  Fig-  60. 

nous  aurons  une  droite  du  plan  bissecteur  cd,  c'd'  ;  les  deux 
!  rojections  se  couperont  au  point  e,  é  sur  la  ligne  de  terre 
et  feront  des  angles  6  égaux  avec  les  projetantes. 
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Ainsi  toute  droite  parallèle  au  plan  bissecteur  du  !*■■  dièdre 
sera  parallèle  à  une  ligne  analogue  à  cd,  c'd ,  ses  projections 
leiont  des  angles  égaux   avec   la  projetante;    ainsi  ef,  éf 
(fig.   50)  et  en  ne  traçant   pas   la   ligne    de    terre  ah,    a'b' 
(fig.  60). 

Remarquons  que  si  nous  avons  une  droite  quelconque  gh, 
g  II  ,  les  plans  de  projec- 
tion étant  fixes,  la  ligne  «", 
de  terre  tracée  (fig.  61) 
on  pourra  trouver  le  point 
où  cette  droite  rencontre 
le  plan  bissecteur  du 
1"  dièdre  en  cherchant  le 
point  pour  lequel  la  cote 
est  égale  à  l'éloignement  ; 
il  suffira  de  tracer  gk  sy- 
métrique de  g  II  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  pour  trouver 
ce  point  en  kk' . 

Mais  si  la  ligne  de  terre  n'est  pas  tracée,  si  les  plans  de 
projection  ne  sont  pas  fixes,  le  plan  bissecteur  du  1"  dièdqe 
n'est    pas    déterminé. 

76.  Points  du  plan  bissecteur  du  2»  dièdre.  — 
Considérons  maintenant  le  plan  bissecteur  du  second  dièdre 
B,  (fig.  58);  soit  F  un  point  de  ce  plan  dont  les  projections 

sont  /"et  /"',  en  faisant 
le  rabattement  dans  le 
sens    indiqué,    la   cote 
du  point  étant  égale  à 
son     éloignement     les 
points  f  &i  f  coïncide- 
ront (fig.  62)  ;  un  autre 
point   du  plan    bissec- 
teur se  projetterait  de 
même  en  g,  g  . 
Donc  une  droite  du  plan  bissecteur  du  second  dièdre  aura 
ses  projections    superposées    dans  le  rabattement.    On    dit 
qu'elle  a  ses  projections  en  ligne  droite. 

Donc  une  droite  parallèle  à  une  droite  de  ce  plan  bissec- 


Fig.  62. 
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Fig.  63. 


teur  aura  ses  projections  parallèles  ;  ainsi  hk,  h'k'  (fig.  62) 
et  jnl,  ml'  (fig.  63). 

Il  résulte  donc  de  cette  disposition  des  rabattements  que 
tout  en  laissant  indéterminée  la  position  du 
plan  horizontal  et  du  plan  vertical  de  pro- 
jection, le  plan  bissecteur  du  second  dièdre 
est  toujours  déterminé. 

77,  Rencontre  d'une  droite  avec 
le  2me  plan  bissecteur.  —  Prenons 
(fig.  64)  une  droite  quelconque  a'b',  ab  ; 
ses  projections  se  coupent  en  un  point  c,  c 
dont  les  projections  sont  confondues  et  qui 
appartient  au  plan  bissecteur  du  second 
dièdre  ;  faisons  le  même  tracé  sur  deux  autres  droites  quel- 
conques ;  nous  aurons  trois  points  du  plan 
bissecteur  du  second  dièdre;  en  joignant 
ces  points  deux  à  deux  nous  obtiendrons 
deux  droites  dont  les  projections  seront 
confondues  et  qui  appartiendront  à  ce 
plan    bissecteur. 

Nous  pouvons  employer  ce  plan  bissec- 
teur comme  plan  auxiliaire  pour  résoudre 
certains  problèmes. 

78.  Intersection  de  deux  plans  (fig.  65).  —  Le 
premier  plan  est  défini  par  les  deux  droites  ab,  ab'  et  ac, 
a'c  ;  le  second  plan  est  défini  par  les  deux  droites  de,  d'e' 
et  df,  df  ;  le  premier  coupe  le  plan  bissecteur  du  second 
dièdre  suivant  la  droite  bc,  b'c,  le  second  coupe  le  plan 
bissecteur  suivant  la  droite  ef,  éf. 

Ces  diux  lignes  se  rencontrent  en  un  point  g,  g  qui 
appartieut  à  l'intersection  des  deux  plans  proposés.  Pour  en 
obtenir  un  second  point,  admettons  que  le  second  plan  est 
déterminé  par  la  droite  de,  d'é ,  et  par  la  droite  ef,  e'f, 
cherchons  le  point  où  la  droite  ac,  a! c  du  premier  plan 
traverse  le  second  (59)  ;  le  plan  qui  projette  verticalement 
la  droite  et  qui  est  représenté  par  a'c'  coupe  de',  de  au 
point  k'k,  coupe  e'f ,  ef  au  point  li  h,  donc  ce  plan  auxi- 
liaire coupe  le  plan  def,  def  suivant  la  droite  dont  la  pro- 


Fig.  6i. 
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jection  horizontale  est  kli  qui  rencontre  ac  au  point  /,  la 
projection  verticale  du  point  projeté  en  /  est  /',•  gl,  g l'  est 
l'intersection  des  deux  plans  proposés. 


Fig.  65. 

Remarquons  que  cette  intersection  est  obtenue  par  le 
tracé  de  5  lignes  seulement. 

79.  Droites  perpendiculaires  aux  plans  l>i$!i- 
secteurs.  —  Considérons  (fig.  66)  les  plans  de  projection 
H  et  V,  les  plans  bissecteurs  B  et  Bj.  Supposons  une  per- 
pendiculaire AC  au  plan  bissecteur  du  premier  dièdre;  le 
plan  qui  projette  horizontalement  la  droite,  et  le  plan  qui 
la  projette  verticalement  sont  évidemment  confondus  en  :  îi 
même  plan  de  profil.  Cette  perpendiculaire  est  une  droite 
de   profil. 

Dans  le  rabattement  ses  traces  A  et  C  viennent  comme  le 
montrent  les  figures  QQ  et  67  en  a\  a  et  c,  c' . 

Le  point  D  situé  dans  le  plan  bissecteur  aura  ses  projec- 
tions en  d,d'  au  milieu  de  ac,  a'c ,  un  point  quelconque  E 
aura  ses  projections  en  e,  e' .  Les  projections  des  points  de 
la  droite  seront  disposées  comme  les  points  a'a  et  b'b  de  la 
figure  68,  c'est-à-dire  que  les  segments  égaux  ab  et  a  b'  pio- 
jections  d'un  segment  de  la  droite  seront  dans  le  mèine 
sens. 

Supposons  (fig.  Ç>Q)  la  droite  FG  perpendiculaire  au  pian 

Gbuu:..  desT,  5 
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bissecteur  B,  du  second  dièdre.  Ce  sera  encore  une  droite 
de  profil.   Dans  le  rabattement  les  traces  se  superposeront 


Fi g.  66. 


et  viendront  se  placer  (fig.  67)  en  f\  f  Q^-  g,  g-  Le  point  K 
situé  dans  le  plan  bissecteur  aura  ses  projections  en  /*,  k' 

milieu  de  fg,  f'g. 


|C'"K 


a' 
<4' 


Un  point  quelconque  tel 
que  L  aura  ses  projections 
en  /,  /',•  en  sorte  que  les 
projections  de  cette  perpen- 
diculaire seront  disposées 
comme  le  montre  cd,  c'd 
(fig.  68).  Les  segments  égaux 
projections  d'un  segment  de 
la  droite  seront  en  sens  in- 
verse. 

C'est  ainsi  que  seront  ca- 
ractérisées les  perpendiculaires  aux  plans  bissecteurs. 

80.    Plans  perpeiidiciilairest  uux^  plttiis  bissstec- 
teiiiï's.  —  Un   plan  perpendiculaire  à  un  autre  est  deter- 


Fig.  6: 


I  &         (i'< 


a. 


Fig.  68. 
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miné  par   la  condition  de  contenir  une  perpendiculaire   à 
cet  autre. 

1"  Plan  perpendiculaire  au   plan  bissecteui-  du  premier 
dièdre. 

Considérons  (fig.  69)  une  droite  ab,  ah'  perpendiculaire 
au  plan  bissecteur  du  premier  dièdre 
{a'b'  =  ab).  Nous  définirons  un  plan  pas 
sant  par  cette  droite  en  menant  par  un 
point  a,  a'  une  horizontale  quelconque  ac, 
a'c  ;  traçons  la  droite  de  front  de  ce  plan 
passant  par  le  point  è,  b'  :  ses  projections 
sont  ic,  h c  ;  or  il  est  évident  que  les  tri- 
angles c'b' a!  et  cab  sont  égaux.  Donc  l'ho- 
rizontale et  la  ligne  de  front  font  des 
angles  égaux  en  sens  inverse  avec  les  pro- 


jetantes.   C'est-à-dire    que  si   l'on    déter-  pj     „„ 

mine  le   plan    par    ses   traces,    ces   traces 

seront  symétriques  par  rapport  à  la  ligne  de  teire. 

2°  Plan  perpendiculaire  au  plan  bissecteur  du  deuxième 

dièdre. 

Considérons  (fig.  70)  une  droite  ab\  ba[àb'  =  ba)  per- 
pendiculaire au  plan  bissecteur  du  second 
dièdre.  Déterminons  encore  un  plan  passant 
par  cette  droite  en  traçant  une  horizontale 
quelconque  bc,  b' c  ;  la  ligne  de  front  passant 
par  le  point  a,  a  aura  pour  projection  ac, 
a'c  . 

Les  triangles  cba,  cab',  sont  égaux  — 
l'horizontale  et  la  ligne  de  front  sont  paral- 
lèles. Si  l'on  détermine  ce  plan  par  ses  tra- 


Fig.  70. 


ces,  les  traces  seront  en  ligfne  droite. 


I 


81.  Exercices. 

1.  Comment  seront  disposées  sur  une  épure  les  projec- 
tions d'i.ne  droite  faisant  des  angles  égaux  avec  les  plans  de 
projection.  Ces  angles  égaux  doivent  au  plus  être  égaux  à 
45°. 

2.  On  donne  une  droite  de  profil,  trouver  sans  change- 
ment de  plan  les  projections  d'un  point  de  cette  droite, 
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3.  Amener  une  droite  de  profil  à  être  perpendiculaire  à 
un  plan  de  projection. 

4.  Comment  sont  disposées  les  horizontales  et  les  lignes 
de  front  d'un  plan  qui  fait  des  angles  égaux  avec  les  deux 
plans  de  projection. 

5.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  bissecteur  du  premier  ou  du  deuxième  dièdre. 

6.  Construire  l'intersection  de  deux  plans  définis  chacun 
par  une  ligne  de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan 
horizontal,  les  projections  horizontales  de  ces  lignes  de  plus 
grande  pente  étant  presque  parallèles. 

7.  Mener  par  un  point  une  parallèle  à  une  droite  de  profil. 

8.  Mener  par  une  droite  un  plan  parallèle  à  une  droite 
de    profil. 

9.  Construire  l'intersection  de  deux  plans  ayant  pour 
lignes  de  plus  grande  pente  des  droites  de  profil;  l"  par 
changement  de  plans  ;  2°  sans  changement  de  plans. 

iO.  Mener  par  un  point  un  plan  qui  passe  à  égale  dis- 
tance de  3  points  donnés.  Nombre  de  solutions. 

11.  Mener  un  plan  qui  soit  équidistant  de  3  points  donnes 
et  qui  soit  parallèle  à  une  direction  donnée. 

12.  Mener  un  plan  qui  soit  équidistant  de  3  points  donnés 
et  qui  passe  par  un  point  donné. 

13.  Par  3  points  donnés  mener  3  plans  parallèles  équi- 
distants;  le  problème  est  indéterminé. 

14.  Par  3  points  donnés  mener  trois  plans  parallèles  équi- 
distants,  l'un  de  ces  plans  passant  par  un  quatrième  point 
donné  :  Nombre  de  solution. 

15.  Par  2  points  et  une  droite  mener  3  plans  parallèles 
et  équidistants. 

16.  Par  4  points  quelconques  mener  4  plans  parallèles 
équidistants;  nombre  de  solutions  (Kiœs). 

17.  Trouver  par  changements  de  plans  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  sur  un  plan. 

18.  Construire  par  changements  de  plans  l'angle  d'une 
droite  et  d'un   plan. 

19.  Construire  par  changements  de  plans  l'angle  de  2 
plans. 
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20.  Construire  par  changements  de  plans  la  projection 
d'une  droite  sur  un  plan. 

21 .  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  passe  par 
'.:   point  du  concours  éloigné  de  2  autres  droites. 

22.  Mener  par  un  point  donné,  soit  une  horizontale,  soit 
une  ligne  de  front  rencontrant  une  droite  donnée  par  ses 
projections. 

23.  Etant  données  par  leurs  projections  deux  droites  non 
tracées  dans  un  même  plan,  construire  les  projections  d'un 
segment  horizontal  de  longueur  donnée  s'appuyant  sur  les 
2  droites  données. 


DROITES  ET  PLANS  PERPENDICULAIRES 

Nous  rappellerons  d'abord  des  théorèmes  sur  lesquels 
nous  nous  appuierons  dans  les  tracés  relatifs  à  cette 
question  : 

1°  Quand  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  la  pro- 
jection horizontale  de  la  droite  est  perpendiculaire  à  la 
projection  horizontale  des  horizontales  du  plan;  la  projec- 
tion verticale  de  la  droite  est  perpendiculaire  à  la  projec- 
tion verticale  des  lignes  de  front  du  plan. 

2°  Théorème  de  l'angle  droit  :  Un  angle  droit  qui  a  un 
de  ses  côtés  parallèle  au  plan  de  projection  se  projette  sur 
ce  plan  suivant  un  angle  droit.  Réciproquement  :  Un 
angle  qui  se  projette  sur  ce  plan  suivant  un  angle  droit  et 
qui  a  un  de  ses  côtés  parallèle  au  plan  de  projection  est 
droit. 

3°  Un  angle  droit  qui  se  projette  suivant  un  angle  droit 
a  un  de  ses  côtés  parallèle  au  plan  de  projection. 

82.  1"  Problème*  — Mener  par  un  point  une  perpen- 
diculaire à  un  plan. 

Un  plan  est  défini  par  les  deux  droites  ab,  al/  et  acy 
a'c'  (fig.  71).  Un  point  est  donné  par  les  deux  projections 
d,  d' . 

Nous  construisons  une  horizontale  du  plan  bc,  b'c',  la  pro- 
ieclion  horizontale  de  la  perpendiculaire  est  de  perpendi- 
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culaire  à  hc;  nous  construisons  une  ligne  de  front  bf,  h'f  du 
plan,  la   projection  verticale  de  la  perpendiculaire  est  dé 

perpendiculaire  à  h'f . 

La  perpendiculaire  est  dé- 
terminée. 

83.  2°  Trouver  la  distance 
d'un  point  à  un  plan. 

Nous  avons  construit  la 
perpendiculaire     de,    d'é. 
Nous    allons    chercher   le 
point  de  rencontre    de   la 
perpendiculaire  avec  le  plan; 
pour      cela      nous     prenons 
Vin  me     plan     auxiliaire     le 
plan  vertical  qui  pro- 
jette la  droite  sur  le 
plan  horizontal  (58), 
ce  plan  vertical  repré- 
senté par  de  lieu  des 
projections    horizon- 
tales  des    points    du 
plan    coupe    le    plan 
donné     suivant     une 


Fig.  71. 


droite  dont  la  projection  horizontale  est  gh  et  dont  la 
projection  verticale  gh'  rencontre  en  é  la  projection  verti- 
cale de  la  perpendiculaire;  le  point  é ,  e  est  le  point  de 
rencontre  de  la  droite  avec  le  plan.  Enfin  pour  trouver  la 
longueur  de  la  perpendiculaire,  distance  du  point  au  plan, 
nous  prenons  comme  plan  vertical  auxiliaire  le  plan  qui 
projette  horizontalement  la  perpendiculaire  (27),  les  proje- 
tantes nouvelles  seront  perpendiculaires  à  de,  nous  conser- 
vons la  dilTérence  de  cotes  entre  les  points. 

Ainsi  nous  comptons  les  cotes  à  partir  du  plan  horizontal 
qui  contient  la  droite  bc,  b'c  ,  que  nous  supposons  avoir 
une  cote  nulle.  La  cote  du  point  E  est  a.é ,  que  nous  portons 
en  ee\  la  cote  du  point  D  est  '^d'  que  nous  portons  en 
dd\^^  l' ;  e\d\,  nouvelle  projection  verticale,  donne  la  dis- 
tance du  point  au  plan. 
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84.  Remarque  :  La  Vigne  i^'^/i ,  g  h'  dont  la  projection  hori- 
zontale gh  est  perpendiculaire  à  la  projection  ùc  de  l'hori- 
zontale du  plan,  est  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan 
par  rapport  au  plan  horizontal.  Donc,  nous  pouvons  tou- 
jours imaginer  dans  un  plan  une  ligne  de  plus  grande 
pente  par  rapport  au  plan  horizontal  qui  a  même  projection 
horizontale  que  la  perpendiculaire,  et  ces  deux  droites  sont 
rectangulaires. 

Nous  avons  pris  pour  plan  vertical  auxiliaire  le  plan 
projetant  la  perpendiculaire,  la  droite  gh,  g'h'  a  pour  pro- 
jection gh ^e\  perpendiculaire  à  e\d\,  l'angle  6  =  e^e',  est 
l'angle  du  plan  avec  le  plan  horizontal  (44);  le  plan  vertical 
auxiliaire  que  nous  avons  pris  est  perpendiculaire  au  plan 
donné  (49)  et  gJî ^  est  le  lieu  des  projections  verticales  de 
tous  les  points  du  plan.  L'angle  de  la  perpendiculaire  a  .-ec 
le  plan  horizontal  est 
l'ano-le  X^^dkd',.  Ces  an- 
gles  9  et  A  sont  donc  com- 
plémentaires et  comme 
ils  sont  situés  dans  le 
même  triangle  rectangle, 
ils  sont  opposés  l'un  à 
l'autre. 

Nous  avons  ajouté  sur 
l:i  figure  une  ligne  de 
terre  LT  complètement 
inutile  et  qui  ne  change 
rien. 

85.  a»  xMériiode.  — 
Nous  avons  terminé  la 
construction  du  pro- 
blème par  un  change- 
ment de  plan  vertical,  en 
pr<nant  un  nouveau  plan 
vertical  perpendiculaire 
au  plan  donné.  Nous  pouvons  commencer  par  faire  cette 
construction  :  alois  la  perpendiculaire  au  plan  donné  sera 
parallèle  à  ce  nouveau  plan  vertical,  et  sa  projection  v(>rii- 


Fig,  72. 
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cale  fera  connaître  sa  longueur.  Le  plan  est  encore  défini 
par  les  deux  droites  ab,  àb'  et  ac,àc;  le  point  (fig.  72)  est 
donné  en  </,  d .  Nous  prenons  un  plan  vertical  auxiliaire 
perpendiculaire  au  plan  donné  (52)  ;  par  conséquent  les  nou- 
velles projetantes  seront  parallèles  à  la  projection  horizon- 
tale bc  d'une  horizontale  du  plan. 

Nous  construisons  la  droite  lieu  des  projections  verticales 
de  tous  les  points  du  plan  en  posant  arbitrairement  la  pro- 
jection verticale  du  point  C  en  c\,  ce  sera  en  même  temps  la 
projection  verticale  de  tous  les  points  de  la  droite  BC  et  la 
projection  verticale  du  point  A  en  a\  tel  que  a,a'j  =  aa'; 
c\a  ^  est  le  lieu  cherché.  La  projection  verticale  auxiliaire  du 
point  D  est  d^  [d,d\=^d'),  la  perpendiculaire  a  pour  projec- 
tion verticale  la  ligne  d\e\  tracée  à  angle  droit  sur  c\a\  et 
qui  représente  sa  longueur,  puisque  cette  perpendiculaire  est 
une  droite  de  front  par  rapport  au  nouveau  plan  vertical.  Sa 
projection  horizontale  est  c^e  perpendiculaire  aux  projetantes. 
Le  point  de  rencontre  avec  le  plan  a  pour  projections  e',,  e, 
dont  la  cote  est  ee\. 

Nous  menons  dans  le  système  primitif  la  projetante  ee'  et 
nous  prenons  ye'  =  ee\^  d'e  est  la  projection  verticale  de  la 
perpendiculaire. 

Remarquer  l'inutilité  de  la  ligne  de  terre  tracée  sur  la 
fioure. 

Nous  avons  encore  en  6  et  a  les  angles  du  plan  et  de  la 
droite  avec  le  plan  horizontal. 

86.  Plan  parallèle  à  la  ligne  de  Terre.  —  La 
construction  que  nous  venons  de  faire  et  qui  est  facultative 
quand  le  plan  n'a  pas  de  direction  particulière  est  la  seule 
possible  si  le  plan  est  parallèle  à  la  ligne  de  Terre. 

Ainsi  nous  avons  un  plan  défini  par  hi  droite  ab,  àb' 
parallèle  à  la  ligne  de  Terre  et  par  un  point  c,  c' .  Nous 
voulons  mener  par  le  point  d,  d'  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  (fig.  73).  La  projection  horizontale  de  la  perpendi- 
culaire est  de  perpendiculaire  à  ab  projection  horizontale 
d'une  horizontale  du  plan,  la  projection  verticale  est  d'e' 
perpendiculaire  à  àb'  projection  verticale  d'une  ligne  de 
front  du  plan.  Cette  perpendiculaire  au  plan  est  donc  une 
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Fig.  73. 


droite  de  profil  que  les  projections  ne  définissent  plus  (25). 
Nous  pouvons  prendre  un  plan  vertical  auxiliaire  perpendi- 
culaireau  plan  donné 
en  prenant  les  nou- 
velles      projetantes  i 
parallèles  à  la  pro- 
jection    horizonta  e 
ab  de   l'horizontale 
du  plan   (52).   Nous            ~cD 
posons  en  a\  la  nou- 
velle projection  ver-      Â 
ticale  du  point  a,  a' 

qui    sera    celle     de  

tous  les  points  de  la 
droite  ah^  a'h' .  La 
projection  verticale 
du  point  C  est  c\ 
{a^  c\  =  xc');  le  lieu 
des  projections  ver- 
ticales de  tous  les  points  du  plan  est  a\c\  (52).  La  pro- 
jection verticale  du  point  D  est  éT^  {Ç>^  d\=^d').  La  projec- 
tion verticale  de  la  perpendiculaire  qui  donne  sa  longueur 
est  d\('\. 

Le  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  avec  le  plan 
est  le  point  e\e  dont  la  cote  est  égale  à  e\y^,  nous   portons 

cette  cote  en  J^e':^=e\-^^. 

La  perpendiculaire  est  défiinie  par  les 

deux  points  d,  d'  et  e,  e  ,  sa  longueur  est 

87.  Problème.  —  Mener-  par  un 
point  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite. 

La  détermination  du  plan  est  la  même 
si  le  point  est  sur  la  droite  ou  si  le  point 
est  extérieur  à  la  droite. 

Ainsi  la  droite  est  donnée  par  ses  deux 
projections  ba,  ba  (fig.  74  ou  74  bis)  et  le  point  est  c,  c  . 
La  projection  horizontale  des  horizontales  du  plan  per- 
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pendiculaire  est  perpendiculaire  h  la  projection  horizontale 
de  la  droite  :  Nous  connaissons  un  point  c,  c  du  plan, 
l'horizontale  qui  passe  par  ce  point  a  pour  projection  hori- 
zontale C(/ perpendiculaire  à  ab  et 
pour  projection  verticale  c'c^' per- 
pendiculaire aux  projetantes.  De 
même,  la  projection  verticale  des 
lic^nes  de  front  du  plan  est  per- 
pendiculaire à  la  projection  ver- 
ticale de  la  droite;  donc  la  ligne 
de  front  du  plan  passant  par  le 
point  c  c,  a  pour  projection  ver- 
ticale ce  perpendiculaire  à  à  h' 
et  pour  projection  horizontale  ce 
perpendiculaire  aux  projetantes; 
le  plan  est  déterminé  par  ces 
deux  Ijornes 

88.  Absiisseï*  d'un  point 
Une  perpendiculaire  sur 
une  droite  (fig.  74  bis).  —  On 
mène  par  le  point  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  droite,  on  prend  le  point  de  rencontre  de 
la  droite  avec  ce  plan,  et  on  joint  ce  point  au  point  donné. 
Nous  construisons  le  point  de  rencontre  de  ab,  ab'  avec 
le  plan  perpendiculaire  déterminé  par  cd,  c'd'  et  ce,  ce'  (58), 
nous  avons  employé  comme  plan  auxiliaire  le  plan  qui  pro- 
jette la  droite  sur  le  plan  vertical  et  représenté  par  a'b\ 
lieu  des  projections  verticales  de  tous  ses  points;  l'inter- 
section de  ce  plan  avec  le  plan  donné  se  projette  suivant /«■, 
le  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan  est  le  point 
hji .  Les  projections  de  la  perpendiculaire  sont  du  c'Ii'. 
Nous  construisons  sa  longueur  en  prenant  un  plan  vertic.l 
auxiliaire  parallèle  à  la  droite  (27).  La  différence  de  cote 
entre  le  point  c,  c  et  le  point  hh  est  fîct  que  nous  portons 
en  A/i',  sur  une  perpendiculaire  à  ch\  ch\  est  la  nouvelle 
projection  verticale  qui  fait  connaître  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire ou  la  distance  du  point  à  la  droite. 
Remarquer  l'inutilité  de  la  ligne  de  terre. 


Fig.  74  bis. 
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89.  îie  iilôthocle  (fig.  75).  —  Nous  allons  nous  appuyer 
sur  le  théorème  de  l'angle  droit  et  prendre  un  plan  de 
projection  auxiliaire  parallèle  à  la  droite  (26).  Ainsi  nous 
jirenons  un  plan  vertical  auxiliaire  parallèle  à  ab,  a'b',  les 
projetantes  seront  perpendiculaires  à  ab.  Prenons  la  diffé- 
rence de  cote  b'x  entre  le  point  a,  à  et  le  point  b,  b' .  Nous 
portons  cette  différence  de  cote  <xh' 
de  b  en  i/,  ab\  est  la  projection  ver- 
ticale de  la  droite.  La  nouvelle  pro- 
jection verticale  du  point  c,  c  est  c^ 
(PjC-\^j3c');  la  projection  verticale 
auxiliaire  de  la  perpendiculaire  est 
c'jcT,  perpendiculaire  sur  ab\.  Le 
pied  de  la  perpendiculaire  sur  la 
droite  a  pour  projection  verticale 
auxiliaire  il! ^  et  pour  projections  défi- 
nitives d^d  \  les  projections  de  la 
perpendiculaire  sont  ce?,  c  d! .  Nous 
avons  construit  sa  longueur  en  pre- 
nant sa  projection  sur  un  plan  de- 
bout auxiliaire  parallèle  à  la   droite 

(25). 


Nous    a- 
vonspris 


Fig.   75. 


'^V/j=Y^;   <^"^^i  6st  la  longueur 
de  la  perpendiculaire. 

90.  Droite  de  profil.  —  Cette 
seconde  construction  est  la  seule 
possible  si  la  droite  donnée  est 
une  droite  de  profil  cib\  ab 
(fig.  76).  Car  les  projections  de 
l'horizontale  et  de  la  ligne  de 
front  du  plan  perpendiculaire 
sont  confondues  en  ce,  ce',  et 
le  plan  perpendiculaire  n'est 
■  plus   déterminé.   Nous   prenons 

un  plan  veitical  auxiliaire  parallèle  à  la  droite  (26)  en  comp- 
tant les    cotes  à  partir  du   plan  horizontal  passant  par  bb' ; 
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la  projection  verticale  est  ba\  {aa\^=b'a').  La  nouvelle 
projection  du  point  c,  c  est  c\  (a,6-',  =  ac')  ;  la  projection 
auxiliaire  de  la  perpendiculaire  est  c\d\\  son  point  de 
rencontre  avec  la  droite  a  pour  projections  d,  d'  (b'd^=zdd\)- 
Enfin  nous  avons  obtenu  comme  précédemment  sa  longueur 
par  sa  projection  sur  un  plan  de-bout  auxiliaire  parallèle 
à  la  droite  en  c'd^  (d'd^^:t^d). 

Le  plan  mené  par  c,  c  perpendiculairement  à  la  droite  de 
profil  est  donc  déterminé  par  la  droite  horizontale  et  de 
front  ce,  ce  et  par  cd,  c'd.  C'est  un  plan  parallèle  à  la  ligne 
de  terre. 

Nous  n'avons  pas  tracé  sur  les  figures  75  et  76  la  ligne 
de  terre  toujours  inutile. 

91.  Problème.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  per- 
pendiculaire à  un  plan. 

Pour  déterminer  un  plan  perpendiculaire  à  un  autre,  il 
n'y  a  pas  d'antre  moyen  que  de  le  faire  passer  par  une  per- 
pendiculaire à  cet  autre.  Donc  par 
un  point  B  de  la  droite  AB  (fig.  77) 
nous  mènerons  la  perpendiculaire 
sur  le  plan  P.  Le  plan  ABC  est  le 
plan  cherché.  L'intersection  AC 
des  deux  plans  est  la  projection  de 
la  droite  AB  sur  le  plan  P. 

Nous  engageons  le  lecteur  h  faire 
les   tracés    que    nous   n'avons   pas 
effectués   comme   répétition  de  tracés  connus. 

Remarcjue.  Les  horizontales  de  deux  plans  perpendicu- 
laires entre  eux  ne  sont  pas  perpendiculaires  entre  elles, 
pas  plus  que  les  lignes  de  front  ;  car  si  l'on  considère  un 
plan  perpendiculaire  à  un  plan  P  les  lignes  de  ce  plan  dont 
la  projection  horizontale  est  perpendiculaire  aux  horizon- 
tales du  plan  P  ont  leurs  projections  verticales  perpendicu- 
laires aux  lignes  de  front  du  plan  P  et  ne  sont  pas  horizon- 
tales. 

Si  le  plan  P  est  vertical  (fig.  78),  toute  perpendiculaire 
à  ce  plan  telle  que  ab,  a'b'  est  horizontale;  et  tout  plan 
passant  par  ab,  a'b'  sera  perpendiculaire  au  plan  P,  donc 


Fig.  77. 
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les  horizontales  de  ce  plan  perpendiculaire  sont  perpen-li- 
culaires  à  P. 

De  même  si  le  plan  donné  est  un  plan  de-bout,  les  lignes 
de  front  de  tout  plan  perpendiculaire  se- 
ront perpendiculaires  à  la  ligne  qui  est  le  5'  -^^ 
lieu  des  projections  verticales  de  tous  les 
points  de  ce  plan  de-bout. 

92.  ConstiMiire  la  perpendicu- 
laire cuiiiinuue  à  deux,  droites.  — 
La  construction  se  décomposera  en  deux 
constructions  successives  :  1°  Construire  la 
direction  de  la  perpendiculaire;  2°  Cons- 
truire une  droite  parallèle  à  cette  direction  et  rencontrant 
les  deux  droites. 

1°  Nous  construisons  un  plan  parallèle  à  la  fois  aux  deux 
droites  en  menant  par  un  point  de  l'une  d'elles  une  paral- 
lèle à  l'autre.  Toute  perpendiculaire  à  ce  plan  sera  paral- 
lèle à  la  perpendiculaire  commune  cherchée. 

2°  Nous  construisons  un  plan  passant  par  l'une  des 
droites  et  parallèle  à  la  perpendiculaire  dont  nous  venons 
de  trouver  la  direction;  nous  prenons  le  point  de  ren- 
contre de  la  seconde  droite  avec  ce  plan,  et  nous  menons 
par  ce  point  une  parallèle  à  la  perpendiculaire  ;  ce  sera  la 
droite  cherchée. 

93.  Métttode  générale.  —  Application  de  la  cons- 
truction indiquée  ci-dessus  : 

Les  droites  données  ont  pour  projections  aZ»,  db'  et  cv/, 
c'd'  (fig.  79).  1°  Nous  prenons  sur  AB  le  point  e,  e'  et  nous 
menons  par  ce  point  une  parallèle  ef,  e'f  à  cd,  c'd'  (en  pre- 
nant le  point  e  au  point  de  rencontre  des  projections  hori- 
zontales, nous  évitons  le  tracé  de  la  projection  horizontale 
de  la  parallèle). 

Le  plan  aef,  de'f  est  le  plan  parallèle  aux  deux  droites. 
df,  af,  est  une  horizontale  de  ce  plan;  Ib,  ïb'  est  une  ligne 
de  front.  Donc  la  perpendiculaire  aura  sa  projection  hori- 
zontale perpendiculaire  à  af,  et  sa  projection  verticale  per- 
pendiculaire à  ï  y . 

2°  Par  un    point  e,  è  pris  sur  ab,  db' ,   nous    menons  la 
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parallèle  eg,  e'g  a  la  perpendiculaire;  le  plan  rteg,  a'e'g  est 
le  plan  parallèle  à  la  droite  AB  et  à  la  direction  trouvée. 
Nous  cherchons  le  point  de  rencontre  de  la  droite  CD  avec 
ce  plan;  nous  avons  employé  comme  plan  auxiliaire  le  plan 
de-bout  qui  projette  verticalement  la  droite  et  qui  est  repré- 
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Fig.  79. 

sente  par  c'd .  Ce  plan  coupe  le  plan  AEG  suivant  la  droite 
dont  les  projections  sont  g'h' ,  gh  et  qui  rencontre  cd,  c'd'  au 
point  kk ,  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan;  nous 
menons  par  A-,  A',  la  parallèle  k'm,  km  à  la  perpendicu- 
laire; c'est  la  perpendiculaire  commune  cherchée,  et  nous 
devons  vérifier  qu'elle  rencontre  la  droite  ah,  ah'  au  point 
dont  les  projections  sont  m,  m' .  Nous  avons  obtenu  en  Tn\k\ 
la  projection  verticale  auxiliaire  sur  un  plan  vertical  paral- 
lèle à  la  droite  et  c'est  la  longueur  de  la  ligne. 

Remarque  relative  à  la  figure  79  :  Nous  pouvons  ajouter 
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sur  cette  figure  une  ligne  de  terre  telle  que  LT  qui  n'a  pas 
de  siluaiion  déterminée,  elle  ne  change  absolument  rien  aux 
tracés  effectués. 

C'est  cette  méthode  générale  qu'il  faut  toujours  employer 
excepté  dans  les  deux  cas  particuliers  suivants  : 

94.  1°  L'une  des  droites  données  est  perpendiculaire  à 
un  plan  de  projection,  l'une  des  droites  est  la  verticale  ab^ 
ah  (fig.  80)  la  seconde  droite  est 
cd,  c'd' .  La  perpendiculaire  à  une 
droite  verticale  est  horizontale, 
donc  l'angle  droit  que  fait  avec  cd, 
c'd'  la  perpendiculaire  cherchée  se 
projettera  horizontalement  suivant 
un  angle  droit,  et  puisque  celte 
[)(  rpendiculaire  rencontre  la  ver- 
ticale, sa  projection  horizontale  pas- 
sera par  le  point  a  et  sera  a/per- 
pendiculaire à  cd',\e  point  projeté 
horizontalement  au  point  /"  a  la 
projection  verticale  en  f  et  la  per- 
pendiculaire qui  est  horizontale  a 
pour  projection  verticale  f  h' ,  la  longueur  af  est  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites. 

De  même  si  l'une  des  droites  est  de- 
bout (fig.  SI)  a'a^  la  perpendiculaire 
est  une  droite  de  front  projetée  vertica- 
lement en  a'e'  et  horizontalement  en  ef 
qui   est  sa   vraie   grandeur. 

On  doit  revenir  à  ce  cas  particulier 
si  l'une  des  droites  données  est  paral- 
lèle à  un  plan  de  projection. 

95.  Coii!!$ti*iiire  la  perpeiidioii- 
laîre  coitiiitiine  entre  une  droite 
horizontale  et  une  droite  quel- 
conque. —  On  donne  la  droite  horizontale  ab,  à b'  et 
une  droite  quelconque  cd,  c'd'  {fig.  82).  Un  changement 
de  plan  vertical  amènera  la  droite  ab,  à U  à  être  debout  : 
pirnons  on  a    sa  nouvelle  projection  verticale  et  construi- 


Fig.  80. 


rig.  81. 
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sons  la  projection  verticale  de  la  ligne  cd,  c  ci  ;  prenons  sur 
la  droite  le  point  e,  é ,  sa  projection  verticale  nouvelle  sera 
e\  obtenue  en  prenant  a\e\^=^ae'  ;  prenons  le  point  f^  f ,  sa 

projection  verti- 
cale sera  f  ^,  \\  la 
même  cote  que  a, 
a\  ;  la  projection 
verticale  nouvelle 
sera  e\f\,  la  pro- 
jection verticale  de 
la  perpendiculaire 
sera  a\g\  (94)  per- 
pendiculaire à 
e\f\,  la  projection 
horizontale  sera^A 

perpendiculaire 
sur  ah,  la    projec- 
tion   verticale    sera  g  h'-,    la    vraie    grandeur   g\(i\- 

Si  l'une  des  droites  était  de  front,  on  pourrait  employer 
un  second  plan  de 
projection  de-l)Out 
perpendiculaire  à 
la  droite  de  front, 
plan  analogue  au 
plan  horizontal,  et 
on   construirait   la 

perpendiculaire 
commune,  comme 
nous  l'avons  mon- 
tré (94).  Nous  nous 
contentons  de  faire 
la  figure  83  ana- 
logue h  la  pré- 
cédente sans  l'ex- 

pliquer.      Mais     il  ^.^   33 

serait  plus  correct 

d'amener  par  rotation,  comme  nous  le  dirons  plus  loin,  !a 
droite  de  front  à  être  réellement  verticale. 
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Kemarque  :  nous  pouvons  ajouter  après  coup  une  ligne 
de  terre  LT  que  nous  transporterons  dans  le  changement 
de  plan  en  LjTj,  perpendiculaire  à  ab,  nous  prendrons  '^^a\ 
=  ^a. 

96.  2«  cas.  —  Les  deux  droites  sont  parallèles  à  un 
même  plan  de  projection,  par  exemple:  on  a  les  deux  droites 
de  front  ab,  a'b'  et  cd,  c'd.  (fig.  84),  la  perpendiculaire 
commune  est  évidemment  la  droite  de  bout  projetée  vei- 
ticalement  en  é  et  horizontalement  en 

ef  qui  est  sa  vraie  grandeur.  . 

On  doit  revenir  à  ce  cas  particulier 
par  un  changement  de  plan  vertical,  en 
prenant  un  plan  vertical  auxiliaire  pa- 
rallèle aux  deux  droites,  si  les  projec- 
tions horizontales  sont  parallèles;  par 
une  rotation  évitant  un  changement  de 
plan  horizontal  si  les  projections  verti- 
cales sont  parallèles.  Pi     g^ 

Projections  horizontales  parallèles 
entre  elles,  un  simple  changement  de  plan  vertical  pourra 
les  amener  à  être  de  front  comme  dans  la  figure  précé- 
dente ;  si  les  projections  verticales  sont  parallèles  entre 
elles,  un  remplacement  du  plan  horizontal  par  un  plan  de 
bout  parallèle  à  leurs  projections  verticales,  les  rendra  pa- 
rallèles à  ce  plan  analogue  au  plan  horizontal. 

97.  Ce  cas  particulier  est  celui  auquel  on  est  ramené  quand 
on  veut  construire  la  perpendiculaire  commune  à  deux 
droites  par  deux  changements  de  plan,  et  nous  allons  mon- 
trer comment  on  peut  effectuer  cette  construction. 

On  donne  deux  droites  par  leurs  projections  ab,  a'b'  et 
cd,  c'd'  (fig.  85)  :  1°  Amener  ces  deux  droites  à  avoir  leurs 
projections  verticales  parallèles  entre  elles. 

Si  les  droites  ont  leurs  projections  verticales  parallèles, 
les  plans  qui  projettent  ces  droites  sur  le  plan  vertical  sont 
parallèles  entre  eux  et  chacun  d'eux  est  alors  parallèle  aux 
fleux  droites. 

La  solution  du  problème  est  la  suivante  :  construire  un 
plan  parallèle  à  la  fois  aux  deux  droites  et  amener  ce  plan 

Géom.  descr.  6 
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à  être  perpendiculaire  au  plan  vertical  (52),  les  deux  droites 
auront  leurs  projections  verticales  parallèles  entre  elles. 

Nous  construisons  le  plan  parallèle  aux  deux  droites  en 
menant  par  le  point  e,  é  pris  sur  ah,  a'b'  une  parallèle  e/, 
e' f  h  cd,  c'd'.  Nous  traçons  une  horizontale  a'f,  af  de  ce 
jihin  et  nous  prenons  un  plan  vertical  auxiliaire  perpendi- 
culaire à  cette  horizontale  (52);  nous  plaçons  arbitraire- 
ment en  a\  la  projection  verticale  de   tous  les  points  de  la 

:lioile  <?/,  ci'f';  nous  pre- 
nons sur  la  droite  donnée 
le  point  h,  h  dont  la  nou- 
velle projection  verticale 
est  b\  (.■ï,i'i  =  ^//);  o.' Ji\ 
est  la  projection  auxiliaire 


de  la  droite  AB.  Nous  choisis- 
sons sur  la  droite  cd,  c'd'  un 
point  quelconque  c,  c  que  nous 
avons  pris  dans  le  même  plan 
horizontal  que  af,  af\,  sa  pro- 
jection verticale  nouvelle  est  c\, 
sur  la  même  horizontale  que  a\, 
la  projection  verticale  nouvelle  de  la  seconde  droite  est  c'^d" ^, 
parallèle  à  a\b' ^. 

Ainsi  après  ce  premier  changement  de  plan  les  projec- 
tions des  droites  sont  ah,  a  J>  ^  et  vd,c'^d\.  2° Nous  pouvons 
prendre  un  plan  de  bout  auxiliaire  parallèle  à  ces  deux 
droites,  analogue  au  plan  horizontal,  les  projetantes  seront 
perpendiculaires  aux  projections  verticales  (25);  nous  cons- 
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truisons  les  nouvelles  projections  dites  horizontales  en 
conservant  entre  les  points  les  mêmes  différences  d'éloigne- 
ment;  ainsi  nons  comptons  les  éloignements  par  rapport  au 
point  h,  b\;  la  différence  d'éloignement  entre  le  point 
a,  a\  et  b,  b\  est  a^  que  nous  portons  en  a\a^;  l'éloigne- 
ment  du  point  b,  b\  est  nul,  la  nouvelle  projection  dite 
horizontale  de  AB  est  aj)\. 

Nous  obtenons  de  même  par  les  éloignements  des  points 
c  et  d,  la  projection  dite  horizontale  c^d^.  La  perpendicu- 
laire commune  a  pour  projection  dans  ce  système  de  plans 
de  projection  le  point  Ji^  et  sa  projection  verticale  est  h\/<:\. 
Nous  la  ramenons  dans  le  système  primitif  en  hk,  h'k' .  /«',/>, 
est  la  vraie  grandeur  de  la  distance  des  deux  droites. 

Observons  que  dans  le  système  de  projection  la  droite 
est  verticale;  pour  passer  au  second  système  nous  revenons 
au  plan  horizontal  primitif  sans  changer  le  plan  vertical, 
la  droite  devient  une  droite  de  front  (22)  et  sa  projection 
horizontale  hk  doit  être  perpendiculaire  aux  projetantes 
aa\,  hh\...  de  ce  second  système. 

(]e  second  changement  devrait  être  remplacé  par  une 
rotation. 

GÉOMÉTRIE    COTÉE 

98.  Mener  i>ar  un  point  une  perpendiculaire 
à  un  plan  (fig.  86).  —  On  définit  un  plan  par  sa  trace  P 
sur  un  plan  horizontal  à  partir  du- 
quel on  comptera  les  cotes  et  par 
son  angle  avec  le  plan  horizontal. 
On  donne  un  point  A  par  sa  projec- 
tion horizontale  a  et  sa  cote  par  rap- 
port au  plan  horizontal  sur  lequel 
on  a  pris  la  trace  P. 

La  projection  horizontale  de  la 
perpendiculaire  est  çib  perpendicu- 
laire à  l'horizontale  P  du  plan.  Nous 
considérons  la  ligne  de  plus  grande 

pente  du  plan  projeté  suivant  cd,  et  nous  prenons  pour  plan 
•vertical  auxiliaire  le  plan  qui  contient  cette  ligne  de  plus 


GEOMETRIE    DESCRIPTIVE 


grande  pente  et  la  perpendiculaire  cherchée.  La  ligne  pro- 
jetée en  cd  a  pour  projection  verticale  cd'  faisant  avec  cd 
Tangle  6  donné  que  le  plan  P  fait  le  plan  horizontal.  La 
projection  verticale  du  point  A  est  a  (aa'=:la  cote  donnée); 
la  perpendiculaire  a  pour  projection  verticale  a  h'  perpen- 
diculaire à  cd  ;  ah'  est  la  distance  du  point  au  plan;  le  pied 
de  la  perpendiculaire  est  le  point  projeté  eu  h  dont  la  cote 
est  Vh. 

99.  Meuei*   par  uu  poiiit  un  plan  perpendicu- 
laii'e  à  une    droite  {fig.  87).  —  La  droite  est  définie  par 
sa  proifction   horizontale  ah,  sa  trace  a  sur  un  plan  hori- 
zontal à  partir  duquel 
'X  on  comptera  les  cotes 

,'  et  son  angle  \  avec  le 

plan  horizontal;  le 
point  C  est  défini  par 
saj  projection  horizon- 
tale c  et  sa  cote  par 
rapport  au  plan  hori- 
zontal contenant  le 
point  a.  Les  horizon- 
tales du  plan  perpen- 
diculaire à  la  droite 
auront  leurs  projec- 
tions horizontales  per- 
pendiculaires à  ah\  donc  une  ligne  de  plus  grande  pente 
<le  ce  plan  par  rapport  au  plan  horizontal  aura  sa  projec- 
tion horizontale  parallèle  à  ah.  Ainsi  la  ligne  de  plus  grande 
pente  passant  par  le  point  C  aura  pour  projection  horizon- 
tale cd  parallèle  à  ah.  Cette  droite  est  définie,  car  nous  avons 
un  point  C  et  l'angle  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  avec 
le  plan  horizontal,  complément  de  l'angle  de  la  droite  AB 
avec  ce  plan.  Ainsi  nous  prenons  pour  plan  vertical  le  plan 
vertical  passant  par  cd\  nous  portons  en  c,  c  la  cote  donnée 
pour  le  point  C;  cd  faisant  avec  cd  l'angle  6-  complément 
de  l'angle  donné  \  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal,  est 
lu  projection  de  la  ligne  de  plus  grande  pente,  d  est  sa  trace 
horizontale.  Le  plan   perpendiculaire  est   ainsi  déterminé. 


Fig.  87. 


I 
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Cheichons  le  point  de  rencontre  tle  la  droite  avec  le  plan  : 
le  plan  vertical  contenant  la  droite  ab  coupera  l'horizontale 
du  plan  passant  par  le  point  C  et  dont  la  projection  est  cf 
au  point  -projeté  en  /,  point  dont  la  cote  est  la  même  que 
la  cote  du  point  c;  ce  même  plan  coupera  l'horizontale  du 
plan  perpendiculaire  passant  par  le  point  d  au  point  projeté 
en  e  et  dont  la  cote  est  nulle,  puisque  le  point  d  est  dans  le 
plan  horizontal.  Ainsi  le  plan  auxiliaire  vertical,  passant 
par  AB,  coupe  le  plan  perpendiculaire  déterminé  par  la 
ligne  de  plus  grande  pente,  projetée  en  cd  suivant  une  ligne 
projetée  en  fe.  Prenons  ce  plan  pour  plan  vertical  de  pro- 
jection, la  projection  verticale  de  AB  sera  ab' ,  faisant  avec 
ab  l'angle  donné  \  que  fait  la  droite  avec  le  plan  horizon^tal; 
la  projection  verticale  de  fe  est  fe  (ff=cc' ^cote  du 
point  C)  ;  le  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan  a 
pour  projection  verticale  g,  sa  projection  horizontale  est  g; 
la  projection  horizontale  de  la  perpendiculaire  est  cg.  Le 
point  projeté  en  o-  a  pour  cote  gg  (c'est  un  point  de  la 
droite  AB)  la  cote  du  point  C  est  donnée.  En  prenant  un 
plan  vertical  auxiliaire  parallèle  à  cg,  en  prenant  ^^'j=£j-"- 
et  cc\=cc  on  obtient  en  c\g'^  la  distance  du  point  à  la 
droite. 

100.  Mener  par  une  droite  un  plan  perpendi- 
culaire à  un  plan.  —  Nous  effectuerons  seulement  le 
tracé  avec  cette  disposition  de  figure  :  (fig.  88). 

Le  plan  donné  est  défini  par  sa  trace  horizontale  P  sur 
un  plan  horizontal  à  partir  duquel  on  comptera  les  cotes 
et  par  son  angle  a  avec  le  plan  horizontal.  Cette  définition 
revient  à  donner  une  ligne  de  plus  grande  pente.  La  droite 
est  définie  par  la  projection  horizontale  ab,  sa  trace  hori- 
zontale a  sur  le  même  plan  horizontal  que  la  trace  P,  et  son 
angle  3  avec  le  plan  horizontal.  Nous  prenons  sur  la  droite 
le  point  projeté  en  b  et  nous  menons  par  ce  point  la  per- 
pendiculaire au  plan. 

Nous  déterminons  d'abord  la  cote  de  ce  point  en  prenant 
pour  plan  vertical  auxiliaire  le  plan  vertical  qui  projette  la 
droite  ab;  la  projection  verticale  de  la  droite  est  ab'  faisant 
avec  ab  l'angle  3  donné,  la  cote  cherchée  est  bb'. 
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La  projection  horizontale  de  la  perpendiculaire  au  plan 
est^c  perpendiculaire  surP.  Nous  considérons  (84)  lalignede 
plus  grande  partie  du  plan  projetée  en  de,  et  nous  prenons 
pour  plan  vertical  le  plan  qui  contient  à  la  fois  la  perpen- 
diculaire et  la  ligne  de  plus  grande  pente  et  qui  est  repré- 
senté par  la  ligne  de  lieu  des  projections  horizontales  de 
tous  ses  points. 

La  projection  verticale  de  la  ligne  de  plus  grande  pente 
est  de  faisant  avec  de  un  angle  égal  à  a  angle  du  plan  avec 
le  plan  horizontal,  la  projection  verticale  du  point  projeté 


Fig.  88. 

en  h  est  b\  {bb\  =  bb'),  la  projection  verticale  de  la  perpen- 
diculaire est  b\c'f,'  fest  sa  trace  horizontale  (point  à  cote 
nulle).  La  trace  du  plan  perpendiculaire  au  plan  P  mené 
par  AB  est  af,  ce  plan  est  déterminé. 

Construisons  la  projection  de  la  droite  ab  sur  le  plan  P, 
c'est-à-dire  l'intersection  du  plan  perpendiculaire  avec  le 
plan  P.  Les  traces  horizontales  P  et  afse  coupent  au  point 
h,  la  perpendiculaire  que  nous  avons  construite  coupe  le 
plan  P  au  point  projeté  en  c,  donné  par  le  point  de  ren- 
contre c'  des  projections  verticales  de  la  perpendiculaire  et 
de  la  ligne  de  plus  grande  pente.  La  projection  de  la  droite 
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AB  sur  le  plan  P  a  pour  projection  hc.  Le  point  de  ren- 
contre de  la  droite  AB  avec  le  plan  P  a  pour  projection  k 
iloiit  la  cote  est  kk' . 

iLnfm  si  nous  voulons  construire  une  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  perpendiculaire  nous  mènerons  par  le  point 
de  ce  plan  projeté  en  h  la  ligne  de  plus  grande  pente  per- 
pendiculaire h  l'horizontale  A/ et  projetée  en  bg.  En  prenant 
pour  plan  vertical  auxiliaire  le  plan  passant  par  la  droite 
bg,  nous  porterons  la  cote  du  point  B  en  bb\  =  bb';  b'.,g  est 
la  projection  de  la  ligne  de  plus  grande  pente,  l'angle  y  = 
b<ib\  est  l'angle  de  plan  perpendiculaire  au  plan  P  avec  le 
plan  horizontal. 

101.  Coiistriiire  la  perpeiiclîciiïaire  coiiiiiiiiite 
ù  deux:  droites  (fig.  89).  —  On  donne  une  droite  .\i> 
par  sa  projeclion  horizontale  ab,  sa  trace  horizontale  a  sur 
lin  plan  horizontal  à  partir  duquel  on  comptera  les  cotes  et 
son  angle  a  avec  le  plan  horizontal. 

On  donne  une  droite  CD  par  sa  projection  horizon!  ilc 
cd,  sa  trace  horizontale  c,  sur  le  plan  horizontal  pas-  ml 
par  a,  son  angle  ^  avec  le   plan  horizontal. 

io  Construction  de  la  direction  de  la  perpendiculaire 
(93). 

Nous  construisons  un  plan  parallèle  à  la  fois  aux  deux 
droites. 

Nous  avons  pris  sur  AB  le  point  projeté  en  b  et  dont  la 
cote  est  bb'  obtenue  en  prenant  pour  plan  vertical  auxiliaire 
le  plan  vertical  passant  par  AB  ;  alors  la  projection  verticale 
de  la  droite  est  ab'  faisant  avec  ab  l'angle  donné  a. 

Nous  menons  par  ce  point  une  parallèle  h  la  droite  CD, 
la  projection  horizontale  est  be  parallèle  à  cd  ;  nous  cons- 
truisons la  trace  horizontale  de  cette  parallèle,  pour  cela 
nous  prenons  pour  plan  vertical  le  plan  passant  par  la  ligne 
be;  la  projection  verticale  du  point  projeté  en  b  est  b\ 
(bb\=z  bb)  at  nous  menons  b\e  faisant  avec  be  un  angle  égal 
à  l'angle  ^  donné;  e  est  le  point  de  cette  ligne  dont  la  cote 
est  nulle,  c'est  sa  trace  horizontale,  donc  ac  est  une  hori- 
zontale du  plan   ABE  parallèle  aux  deux  droites. 

Nous  déterminons  une  peipendiculaire  à  ce  plan  et  nous 
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la  faisons  passer  par  le  point  B  ;  la  projection  horizontale 
de  cette  perpendiculaire  est  fbg  perpendiculaire  sur  l'hori- 
zontale ae. 

Nous  devons  déterminer  cette  perpendiculaire. 

Nous  prenons  pour  plan  vertical  le  plan  qui  la  projette 


-  -  -iX. 


et  qui  contient  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  ABE 
dont  la  projection  horizontale  est  hf  (84). 

La  projection  verticale  du  point  B  est  h\  (bh\  =  bb'). 

La  projection  verticale  de  la  ligne  de  plus  grande  pente 
est  fh  ,. 

La  projection  verticale  de  la  perpendiculaire  est  b\g,  per- 
pendiculaire à  fb\,  sa  trace  est  le  point  g.  La  perpendicu- 
laire est  donc  déterminée  par  le  point  B  dont  on  a  la  cote 
et  par  le  point  G  dont  la  cote  est  nulle. 

2°  Construire  une  droite  parallèle  à  BG  et  rencontrant 
les  deux  droites  (64).  Par  AB  nous  menons  un  plan  paral- 
lèle à  BG.  C'est  précisément  le  plan  ABG  et  nous  cherchons 
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le  point  où  la  droite  CD  rencontre  ce  plan.  Le  plan  ver- 
tical qui  projette  horizontalement  la  droite  CD  coupe  AB 
au  point  projeté  en  h  et  BG  au  point  projeté  en  k,  les  cotes 
de  ces  deux  points  sont  hh'  obtenue  avec  le  1"  plan  verti- 
cal auxiliaire  passant  par  ab  et  k'k  dans  le  3*  plan  vertical 
qui  contient  BG.  Donc  le  plan  passant  par  CD  coupe  le 
plan  ABG  suivant  la  droite  projetée  en  hk,  déterminée  par 
les  cotes  des  points  h  et  k. 

Nous  prenons  comme  plan  vertical  (4*  plan)  le  plan  con- 
tenant à  la  fois  CD  et  HK.  La  projection  verticale  de  CD  est 
cd'  faisant  avec  cc^  l'angle  donné  ^  (parallèle  à  eb\).  La  pro- 
jection verticale  de  HK  est  k'^h^  {kk\  =  kk'  et  hh\  =  hh' ;  ici 
ces  deux  cotes  sont  en  sens  inverse,  l'une  au-dessous  du 
plan  horizontal,  l'autre  au-dessus).  Le  point  de  rencontre 
de  la  droite  et  du  plan  a  pour  projection  verticale  /'.  Sa  pro- 
jection horizontale  est  /,  sa  cote  est  //'.  Nous  traçons  alors 
Im  parallèle  à  bg,  c'est  la  projection  horizontale  de  la  per- 
pendiculaire cherchée. 

Pour  obtenir  sa  longueur  nous  prenons  un  5*  plan  verti- 
cal parallèle  à  la  droite  [ll\  =  l/',  mm\  =  mm).  La  longueur 
est   l\^i\- 

102.  Exercices  sur  les  droites  et  plans  per- 
pendiculaires* 

1.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite  horizon- 
tale. 

2.  Trouver  la  distance  de  deux  plans  parallèles. 

3.  On  donne  les  projections  d'une  droite  ab,  ab\  on 
donne  la  projection  horizontale  bc  d'une  autre  droite  qui 
doit  être  perpendiculaire  à  la  droite  ab,  ab'  au  point  bb' ^ 
construire  la  projection  verticale  de  la  seconde  droite. 

4.  En  prenant  les  mêmes  données,  construire  les  projec- 
tions d'un  cube  ayant  par  arêtes  :  1°  ab,  ab' ;  2°  la  droite 
dont  bc  est  la  projection  horizontale  et  connaissant  la  lon- 
gueur du  côté. 

5.  Même  exercice,  la  droite  ab,  a'b'  étant  une  droite  de 
profil. 

6.  On  donne  la  projection  horizontale  d'une  arête  d'un 
angle  trièdre  trirectangle,  la  trace  horizontale  de  cette  arête, 
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la  cote  du  sommet,  on  donne  la  longueur  d'une  autre  aiète 
comprise  entre  ce  sommet  et  le  plan  horizontal  ou  l'angle  de 
celte  arête  avec  le  plan  horizontal,  construire  le  trièdrc. 

7.  On  donne  un  plan  et  Tune  des  projections  d'un  point 
extérieur  au  plan,  déterminer  l'autre  projection  de  manière 
que  la  distance  du  point  au  plan  soit  égale  à  une  longueur 
donnée. 

8.  On  donne  une  droite  par  ses  deux  projections,  la  pro- 
jection horizontale  d'une  autre  droite  parallèle  à  la  première, 
déterminer  la  projection  verticale  de  la  seconde  droite  de 
manière  que  la  distance  des  deux  droites  soit  égale  à  une 
longueur   donnée. 

9.  Construire  un  plan  passant  par  une  droite  de  front  et 
située  à  une  distance  donnée  d'un  point  donné. 

10.  Construire  quatre  droites  non  situées  deux  à  deux 
dans  un  même  plan  et  ayant  une  même  perpendiculaire 
commune,  connaissant  un  point  de  chacune  de  ces  droites 
et  un  point  de  la  perpendiculaire  commune. 

11.  On  donne  un  triangle  horizontal,  déterminer  un 
trièdre  trirectangle  passant  par  ce  triangle. 

12.  Construire  la  perpendiculaire  commune  entre  une 
droite  et  la  li^ne  de  terre. 

13.  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  tétraèdre 
dont  une  face  est  horizontale,  et  on  connaît  la  cote  du 
sommet:  trouver  la  perpendiculaire  à  deux  droites  op- 
posées. 

14.  On  donne  une  droite  ab,  ab' ,  la  projection  horizon- 
tale cd  d'une  autre  droite,  et  la  projection  horizontale  ef 
de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites.  Construire 
les   projections  verticales. 

15.  On  donne  une  droite  ab,  ab' ,  la  projection  horizon- 
tale cd  d'une  seconde  droite,  la  longueur  de  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  et  le  point  /,  /'  où  la  perpendicu- 
laire commune  rencontre  ab,  ah.  Construire  les  projections 
<le  la  perpendiculaire  commune  et  la  projection  verticale  de 
Il  2^  droite. 

16.  Trouver  les  projections  d'un  cube  dont  une  diagonale 
est  verticale,  et  dont  une  autre  adjacente  à  cette  diagonale 
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est  parallèle  au  plan  vertical.  (La  projection  horizontale  est 
un  hexagone  régulier.) 

17.  Mener  par  la  ligne  de  terre  un  plan  perpendiculaire 
à  un  plan. 

18.  Mener  par  une  droite  un  plan  perpendiculaire  à  un 
plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

19.  Trouver  sur  une  droite  un  point  également  distant 
de  deux  points  donnés. 

20.  Construire  un  point  équidistant  de  quatre  points. 

21.  Par  un  point  donné  mener  une  droite  qui  soit  ortho- 
gonale à  deux  droites  données. 

22.  Une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  trouver  la  distance 
de  la  droite  au  plan. 

23.  Même   question   le  pian   étant   un  des  plans  bissec- 
teurs. 
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103.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  les  figures 
planes  se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  un  plan  de  pro- 
jection auquel  leurs  plans  sont  parallèles,  et  nous  avons 
obtenu  des  longueurs  de  droite,  des  grandeurs  d'angles  en 
déplaçant  les  plans  de  projection  pour  les  amener  à  être 
parallèles,  soit  aux  lignes  dont  on  cherchait  la  grandeur, 
soit  aux  angles  qu'on  voulait  connaître. 

On  peut  arriver  à  ce  résultat  d'une  autre  manière  :  On 
peut  faire  tourner  la  figure  devant  le  plan  de  projection 
qui  reste  fixe  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  la  position 
désirée. 

La  construction  de  ces  déplacements  de  figure  constitue 
la  méthode  des  rotations. 

104.  Principe. —  Quand  un  point  tourne  autour  dun 
axe,  il  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
l'axe,  dont  le  centre  est  sur  l'axe,  dont  le  rayon  est  la  dis- 
tance du  point  à  l'axe. 

Lorsqu'on  fait  tourner  une  figure,  tous  les  points  tour- 
nent autour  de  l'axe  du  même  angle,  et  ont  par  conséquent 
le  même  déplacement  angulaire,  tandis  que  la  longueur  du 
chemin  parcouru  est  proportionnelle  au  rayon. 

Si  nous  prenons  un  plan  de  projection  perpendiculaire  à 
l'axe,  il  sera  parallèle  aux  plans  de  tous  les  cercles  et  de 
tous  les  angles  décrits  par  les  différents  points  de  la  figure; 
ces  cercles  et  ces  angles  se  projetteront  donc  en  vraie 
grandeur  sur  ce  plan.  Donc  la  projection  de  la  figure  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  tournera  autour  du  pied  de 
l'axe  sans  changer  de  forme,  tous  les  points  conservant  les 
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uns  par  rapport  aux  autres  la  même  situation  relative. 
Tandis  que  si  l'on  prenait  un  plan  de  projection  oblique 
par  rapport  à  l'axe,  tous  les  angles  égaux  dans  l'espace, 
mais  dont  les  côtés  ne  sont  pas  parallèles,  se  projetteraient 
suivant  des  angles  inégaux  et  la  projection  changerait  à 
chaque  instant  de  forme,  d'une  manière  impossible  à  pré- 
voir. 

De  là  la  nécessité  d'employer  toujours  une  projection  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  et  nous  verrons  que  dans 
toutes  les  applications,  on  fait  toujours  les  changements  de 
plans  nécessaires  pour  arriver  à  cette  situation. 

105.  Prublème. —  Faire  tourner  un  point  d'un  angle 
donné  autour  d'un  axe  vertical  (fig.  90). 

L'axe  donné  a  pour  projection  o,  d z  ;  le^point  a  pour 
projections  «,  a' . 

Le  point  décrit  un  cercle  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe,   par  conséquent  horizontal. 
Donc    la  projection   verticale  res- 
tera   sur    la    perpendiculaire   aux  .? 
projetantes   menée    par   a    et   qui  1 
est  le  lieu   des   projections   verti-  1 
cales    de    tous    les    points    de    ce           ^1 
plan;     la    projection     horizontale                 /j 
décrira    autour   du    pied   de    l'axe                '   '         Ào      1    ' 
une   circonférence   dont  oa  est  le               \  ;  /      '\  ]  / 
rayon.  L'angle  décrit  par  le  point                 '''*'-^"  ' -''*^''< 
se    projettera    sur    le    plan    hori-  ^.^  _.  ,^^^ 
zontal  suivant  un  angle  égal,  nous 

amènerons  donc  le  rayon  oa  en  oa^  {aoa^  étant  l'angle  de 
rotation  donné),  la  projection  verticale  du  point  dont  la 
projection  horizontale  est  a^  sera  a\. 

106.  Axe  «le  bout.  —  Le  raisonnement  et  le  tracé 
seront  identiques,  le  point  se  déplacera  dans  un  plan  de 
front,  donc  sa  projection  horizontale  restera  sur  la  perpen- 
diculaire aux  projetantes;  le  cercle  et  l'angle  de  rotation  se 
projetteront  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical. 

107.  Problème. —  Faire  tourner  une  droite  d'un  angle 
donné  autour  d' un  axe  vertical. 


o' 
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On  pourra  faire  tourner  deux  points  de  la  droite  en  répé- 
tant la  construction  précédente.  Il  est  préférable  d'opérer 
autrement  : 

La  droite  a  pour  projections  ab,  a'h\  l'axe  o,  o'z  (fig.  91). 

Construisons  la  perpen- 
diculaire commune  à  l'axe 
et  à  la  droite  (94).  La 
pr.tjection  horizontale  de 
celle  perpendiculaire  est 
oc,  sa  projection  verticale 
est  c  d' .  La  droite  et  la 
peipendiculaire  tournent 
ensemble  autour  de  l'axe 
en  formant  un  système  in- 
variable, la  projection  ho- 
rizontale de  la  droite 
reste  toujours  perpendi- 
culaire à  la  projection 
horizontale  de  la  perpen- 
diculaire commune,  par 
conséquent  la  projection  horizontale  de  la  droite  reste  tou- 
jours tangente  à  la  circonférence  décrite  du  point  o  comme 
centre  avec  oc  comme  rayon.  Faisons  tourner  le  point  c,  c' 
de  la  droite  de  l'angle  w  en  l'amenant  en  c,c',,  la  projection 
horizontale  de  la  droite  sera  a^c^  tangente  au  cercle.  Pre- 
nons un  autre  point  de  la  droite,  par  exemple,  le  point  a,  a\ 
la  projection  verticale  de  ce  point  se  déplacera  sur  une  per- 
pendiculaire aux  projetantes;  sa  projection  horizontale 
décrira  un  cercle  ayant  son  centre  au  point  o,  et  viendra  se 
placer  au  point  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la  projec- 
tion horizontale  a^c^\  donc  après  la  rotation,  les  deux  pro- 
jections de  ce  point  seront  a^a\  et  la  projection  verticale 
de  la  droite  sera  a\c\h\. 

107  bh.  Nous  avons  cependant  une  observation  h  faire,  le 
cercle  coupera  la  projection  horizontale  en  doux  points  a^ 
et  flj,  nous  devons  faire  choix  entre  ces  deux  points.  Voici 
la  remarque  qui  permet  de  fixer  le  point  qui  convient  à  la 
question.    Tous    les    points    de    la    j^rojection    hori/ontale 
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doivent  conserver  la  même  situation  relative  :  supposons  un 
oliservateur  place  en  a  et  regardant  l'axe,  la  projection 
horizontale  nl>  est  vue  à  droite  de  l'axe,  il  doit  en  être  de 
même  pendant  tout  le  mouvement  de  rotation  Si  nous 
prenons  le  point  «j,  la  projection  horizontale  de  la  droite 
sera  toujours  vue  de  ce  point  à  droite  de  l'axe,  tandis  que 
du  point  a^  la  projection  serait  vue  à  gauche. 

Remaïque  :  Tous  les  points  de  la  perpendiculaire  oc,  c'd' 
étant  dans  un  même  plan  horizontal,  ce  plan  contiendra 
les  cercles  de  rotation  de  tous  ces  points,  leurs  projec- 
tions verticales  resteront  donc  sur  la  perpendiculaire  aux 
projetantes  menée  par  c  qui  est  le  lieu  des  projections 
verticales  de  tous  les  points  de  ce  plan  horizontal. 

108.  Donc:  Quand  une  droite  horizontale  tourne  autour 
d'un  axe  vertical  la  projection  verticale  ne  cliange  j)as, 
c'est-à-dire  que  tous  ces  points  se  projettent  en  des  points 
variables  mais  toujours  situés  sur  la  même  perpendiculaire 
aux  projetantes;  et  il  est  facile  de  comprendre  que  «  si  une 
droite  de  front  tourne  autour  d'un  axe  de  bout,  la  pr-ojeclion 
/lorizontale  reste  la  même  »  parce  que  tous  les  points  se 
déplacent  dans  le  même  plan  de  front. 

109.  Avantages  de  la  eoiistrucfîoii.  —  Nous 
n'avons  mesuré  qu'une  fois  l'angle  de  rotation  en  prenant 
la  perpendiculaire  commune,  au  lieu  de  faire  tourner  deux 
points  d'un  angle  égal;  c'est  un  premier  avantage  de  cette 
manière  d'opérer,  mais  il  y  en  a  un  autre  plus  important. 
Toute  tangente  au  cercle  décrit  avec  oc  comme  rayon 
peut  être  regardée  comme  la  projection  horizontale  de  la 
droite  après  une  certaine  rotation  et  nous  pourrons  trouver 
la  projection  verticale,  et  comme  on  peut  mener  au  cercle 
des  tangentes  de  direction  quelconque,  nous  poi.rrons 
amener  la  droite  à  occi  per  toutes  les  positions  particu- 
lières qui  seront  caractérisées  par  la  direction  de  la  pro- 
jectit  n  horizontale,  sans  même  mesurer  l'angle  de  rotation. 

Pour  la  même  raison,  en  faisant  tourner  la  droite  autour 
d'un  axe  de-hout,  la  projection  verticale  de  la  droite  restera 
tangente  au  cercle  décrit  par  la  projection  verticale  de  la 
];crpendiculaire  commune  ;  toute  tangente  à  ce  cercle  pourra 
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être  regardée  comme  la  projection  verticale  de  la  droite 
après  une  certaine  rotation,  et  nous  pourrons  trouver  la 
projection  horizontale  correspondante.  Donc  une  rotation 
autour  d'un  axe  de-bout  nous  permettra  d'amener  la  droite 
à  occuper  toutes  les  positions  particulières  qui  seront  carac- 
térisées par  la  direction  de  sa  projection  verticale. 

Ainsi  quand  on  veut  amener  par  rotation  une  figure  à 
occuper  une  situation  déterminée,  on  examine  quelle  est 
celle  des  deux  projections  qui  caractérisera  cette  disposi- 
tion, et  l'on  prendra  l'axe  perpendiculaire  au  plan  de  pro- 
jection correspondant. 

110.  Corrélatioo  a,vec  les  cliangeui*^itts  de 
plans  de  projection. 

Si  l'on  veut  amener  une  figure  à  occuper  par  rapport  au 
plan  vertical  une  situation  déterminée,  on  changera  le 
plan  vertical;  c'est  la  situation  de  la  projection  horizontale 
de  la  figure  par  rapport  aux  nouvelles  projetantes,  ou  par 
rapport  à  la  direction  de  la  nouvelle  ligne  de  terre  qui 
caractérisera  ce  changement  de  plan  :  Au  changement 
de  plan  vei'tical  correspond  une  rotation  autour  d'un  axe 
vertical. 

Si  l'on  veut  amener  une  figure  à  occuper  par  rapport  au 
plan  horizontal  une  situation  déterminée,  c'est  la  position 
de  la  projection  verticale  par  rapport  au  nouveau  plan  dit 
horizontal  qui  caractérisera  cette  situation. 

Au  changement  de  plan  dit  horizontal  correspond  une 
rotation  autour  d'un  axe  de-bout. 

Lorsqu'on  est  conduit  pour  construire  la  solution  d'un 
problème  à  faire  deux  déplacements  successifs,  on  peut 
faire  deux  changements  de  place,  ou  deux  rotations,  ou 
un  changement  de  plan  et  une  rotation,  ou  enfin  une  rota- 
tion et  un  changement  de  plan.  Exemple  : 

111.  Problème.  — Amener  une  droite  à  être  perpendi- 
culaire au  plan  horizontal. 

La  droite  donnée  est  ab,  ah'  (fig.  92). 
Une  droite  perpendiculaire  au  plan  horizontal  est  un  cas 
particulier  d'une  droite  de  front  (23  bis)  : 

1°  Nous  allons  amener  la   droite  à  être  de  fn  nt,   c'est  la 
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projection  horizontale  qui  caractérise   cette  position  de  la 
droite,  nous  prenons  un  axe  vertical  projeté  en  o,  oV. 

Nous  figurons  la  perpendiculaire  commune  à  l'axe  et  à  la 
droite,  ses  projections  sont  oc,  cc\  (94)  ;  nous  traçons  la 
circonférence  du 
point  0  comme 
centre  avec  oc 
comme  rayon  à  la- 
quelle la  projection 
horizontale  de  la 
droite  reste  tan- 
gente, et  nous  me- 
nons une  tangente 
€^a^  perpendicu- 
laire aux  proje- 
tantes. Nous  consi- 
dérons cette  tan- 
gente comme  la 
projection  hori- 
zontale de  la  droite 
après  une  certaine 
rotation;  la  projection  verticale  du  point  projeté  en  c^  sur 
le  cercle  est  c\,  la  projection  verticale  du  point  projeté  en 
a^  est  a\  ;  a^ic\l>\  est  la  projection  verticale  de  la  droite 
amenée  à  être  de  front. 

Remarquons  en  passant  que  nous  obtiendrons  (27)  la  lon- 
gueur de  la  droite,  et  son  angle  avec  le  plan  horizontal  (28). 

2o  Cette  droite  de  front  sera  verticale  quand  sa  projec- 
tion verticale  sera  parallèle  aux  projetantes  (23  bis)  ;  il  faut 
donc  agir  sur  la  projection  verticale  et  prendre  un  axe  de- 
bout :  soit  0)',  0)  cet  axe;  abaissons  de  w'  une  perpendicu- 
laire ui'e  sur  a\b\,  la  projection  verticale  de  la  droite  res- 
tera tangente  au  cercle  ayant  w'e'  pour  rayon,  et  tous  les 
points  de  la  projection  horizontale  se  déplaceront  sur  la 
même  droite  a^c^;  menons  au  cercle  la  tangente  verti- 
cale a\b\,  nous  aurons  la  projection  verticale  de  la  droite 
verticale  et  tous  ses  points  auront  leur  projection  horizon- 
tale en  a. 
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112.   Coiupara-ison    avec  le»  changements    de 

plan.  —  Réalisons  comme  nous  l'avons  fait  cette  situation 
par  deux  changements  de  plans  (33),  la  droite  primitive  a 
pour  prujeclions  ab,  a'U  (^fig.  92  bis)  après  le  changement  de 

plan  vertical,  ses  projections 
sont  ab,  a\b\.  Après  le  change- 
ment de  plan  dit  horizontal  ses 
projections  sont  o,\b\,  a,.  Ce 
tracé  beaucoup  plus  simple  en 
ce  qu'il  n'exige  pas  de  cercles, 
pas  d'angles,  pas  de  tangentes, 
présente  en  outre  cet  avantage  ; 
dans  chaque  changement  une  des 
projections  reste  fixe,  dans  cha- 
que   rotation    les    deux   projec- 


Fi  g.  92  bis. 


fions  changent.  Cette  considéra- 


tion est  très  importante  quand 
on  doit  ramener  dans  le  système  de  projection  primitif  des 
résultats  obtenus  après  un  ou  deux  déplacements,  il  y  a 
beaucoup  moins  de  lignes  à  tracer,  beaucoup  moins 
de  causes  d'erreur.  Au 
point  de  vue  de  la  dispo- 
sition de  la  figure,  il  est 
beaucoup  plus  difficile  d'é- 
viter les  superpositions 
dans  les  rotations  que  dans  aV^ — 
les  changements  de  plans; 
la  longueur  des  projetantes 
qu'on  peut  faire  varier  rend 
la  disposition  facile.  Pour 
ces  motifs,  toutes  les  fois 
qu'on  aura  le  choix  entre 
le  changement  de  plan  et 
la  rotation,  il  faut  préférer 
le  changement  de  plan. 

Pour  achever  d'établir  la 
corrélation  entre  les  changements  de  plan  et  les  rotations; 
après  avoir  amené  par  rotations  (fig.  92)  la  droite  à  être  de 
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front  en  a  ,b\,  a,b,;  nous  pouvons  amener  par  un  change- 
ment de  plan  dit  horizontal  cette  droile  de  front  h  être  ver- 
ticale en  prenant  sa  projection  dite  horizontale  en  x,. 

112  bis.  Si  nous  avons  amené  par  changement  de  plan 
(fig.  92  ter)  la  droite  ab,  a'b'  à  être  de  front  en  aè,«',  b\  nous 
pouvons  amener  cette  droite  de  front  à  être  verticale  par 
rotation  autour  d'un  axe  de-bout  ^YO]eié  en  o\o,  sa  projection 
horizontale  étant  parallèle  aux  projetantes  aa\  et  bb\.  La 
droite  viendra  en  a\b  ^,  a.y 

113.  Observation  importante.  —  H  faut  bien 
observer  que  les  changements  de  plans  ou  les  rotations  ne 
constituent  pas  la  solution  d'un  problème  comme  nous 
l'avons  déjà  dit  (17  bis),  mais  fournissent  seulement  le 
moyen  de  construire  cette  solution.  Un  problème  étant  posé, 
il  faut  en  chercher  la  solution  géométrique  dans  l'espace,  et 
examiner  ensuite  quels  seront  les  procédés  de  réalisation 
les  plus  faciles.  Il  ne  faut  donc  pas  en  principe  changer  la 
position  des  données,  il  faut  s'efforcer  de  résoudre  le  pro- 
blème sur  les  données  elles-mêmes,  sauf  à  faire  des  déplace- 
ments partiels  pour  faciliter  certains  tracés. 

Il  faut  éviter  autant  que  possible  de  déplacer  complète- 
ment une  figure,  et  excepté  pour  la  solution  de  certains 
problèmes  abstraits,  limités,  il  ne  faut  faire  ni  doubles 
changements  de  places  ni  doubles  rotations. 

Nous  répétons  encore  que  les  objets  réels  que  l'on  doit  étu- 
dier dans  les  applications  de  la  Géométrie  descriptive  ont  le 
plus  souvent  des  positions  connues  habituelles  par  rapport  a 
l'horizontale  et  à  la  verticale,  si  l'on  vient  à  les  rapporter  it 
des  plans  obliques  sur  l'horizon,  l'esprit  conçoit  difficile- 
menl  leur  forme  et  leur  position;  c'est  pour  cela  que  nous 
avons  toujours  conseillé  d'éviter  le  remplacement  du  plan 
horizontal  par  un  plan  de-bout  analogue  au  plan  horizontal 
et  de  faire  une  rotation. 

114.  Ainsi  :  Amener  une  droite  à  être  parallèle  au  plan 
horizontal  et  construire  l'angle  de  la  droite  ai'ec  le  plan 
vertical  (§  28)  (fig.  93).  La  droile  donnée  est  db' ,^  ab.  — 
Une  droite  parallèle  au  plan  horizontal  est  caractérisée  par 
sa  proiectiou    verticale  qui   est  perpendiculaire  aux  proje- 
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tantes.  Nous  devons  donc  prendre  un  axe  de- bout  (103);  soit 
c',  cd,  cet  axe,  nous  menons  la  perpendiculaire  commune  à 
Taxe  et  h  la  droite  (89),  cette  perpendiculaire  a  pour  pro- 
jections ce  perpendiculaire  à  a'h\ 
ee^  perpendiculaire  aux  proje- 
tantes; nous  traçons  la  circonfé- 
rence décrite  avec  ce  comme 
rayon  et  nous  menons  à  cette 
circonférence  une  tangente  e\a\ 
perpendiculaire  aux  projetantes; 
c'est  la  projection  verticale  de  la 
droite  après  la  rotation,  le  point 
projeté  en  e,  e  vient  en  e\e^.  Pre- 
nons un  point  quelconque  a,  a  ,  sa 
projection  verticale  décrit  une 
circonférence  autour  de  c'  et  vient 
en  a',;  il  est  facile  devoir  (107  bis) 
que  la  projection  verticale  de  la 
droite  vue  du  point  a'  ou  du  point  a  ^  conserve  la  même 
position  relative  par  rapport  au  cercle;  la  projection  hori- 
zontale a  décrit  une  perpendiculaire  àcd,  elle  est  donc 
venue  en  a^.  La  projection  de  la  droite  est  a^e^b^;  nous 
avons  en  \  son  angle  avec  le  plan  vertical. 

115.  Amener  une  droite  à  être  de  protll*  —  Nous 
devons  seulement  amener  une  de  ses  projections  à  être 
parallèle  aux  projetantes;  nous  pouvons  effectuer  ce  dépla- 
cement par  une  rotation  autour  d'un  axe  de-bout. 

116.  Aineuer  uae  droite  à  être  perpendiculaire 
au  plan  vertical.  —  Une  première  rotation  autour  d'un 
axe  de-bout  amènera  la  droite  à  être  horizontale  (108)  ;  une 
seconde  rotation  autour  d'un  axe  vertical  (rotation  qu'on 
pourrait  remplacer  par  un  changement  de  plan  vertical) 
amènera  la  droite  à  être  de-bout. 

117.  Amener  une  droite  à  être  parallèle  à  lu 
ligne  de  terre.  —  Une  première  rotation  autour  d'un 
axe  de-bout  amènera  la  droite  à  être  horizontale;  une  pre- 
mière rotation  autour  d'un  axe  vertical  amènera  la  droite  à 
être  de  front;  une   seconde  rotation  autour  d'un  axe  vertical 
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amènera  l;i  droite  à  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  une 
seconde  rotation  autour  d'un  axe  de-bout  amènera  la  droite 
à  être  parallèle  h  la  ligne  de  terre. 

118.  Siiupliflcation  des  tracés.  —  Si  l'on  se  pro- 
pose seulement  de  construire  la  longueur  d'une  droite  ou 
l-s  angles  que  fait  une  droite  avec  les  plans  de  projection, 
et  si  Taxe  n'est  pas  donné  par  d'autres  nécessités  de  l'épure, 
on  peut  simplifier  les  tracés  en  faisant  passer  l'axe  de  rota- 
tion par  un  point  de  la  droite 
(Og.  94). 

La  droite  a  pour  projection 
ab,  àb'.  Amenons  la  droite  à 
être  de  front  par  rotation  autour 
d'un  axo  vertical  passant  par  le 
point  a,  a;  la  projection  hori- 
zontale passera  toujours  par  a, 
la  projection  verticale  par  a' ;  la 
droite  de  front  aura  pour  pro- 
jection horizontale  ab^  et  pour 
projection  verticale  ah\,  et  est 
l'angle  de  la  droite  avec  le  plan 
horizontal;  db' ,  est  la  loncrueur 
d<'  la  droite.  Amenons  la  droite  à  être  horizontale  par  rota- 
tion autour  d'un  axe  de  bout  passant  par  I:  point  a,  a  ;  la 
projection  verticale  passera  toujours  par  a'  et  la  projection 
horizontale  par  a;  la  droite  horizontale  a  ira  pour  projec- 
tion verticale  db\  et  pour  projection  horizontale  fli,,  ^  est 
l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  vertical;  ah^  est  encore  la 
longueur  de  la  droite.  Nous  faisons  remarquer  que  l'angle 
de  la  droite  avec  le  plan  horizontal  est  toujours  plus  petit 
que  l'angle  de  la  projection  verticale  avec  la  direction  de  la 
ligne  de  Terre,  et  de  même  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan 
vertical  est  toujours  plus  petit  que  l'angle  de  la  projection 
horizontale  avec  la  direction  de  la  ligne  de  Terre. 

Nous  avons  la  longueur  de  la  droite  entre  les  points  a,  a 
et  hb'  en  a'b\  et  en  ab^,  donc  àb\=ab^. 

Cette  remarque  conduit  à  la  solution  de  ce  problème. 

119.  Prolilème.  — Mener  par  un  point  a,  a    une  droite 


Fig.  94. 
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faisant  avec  les  plans  de  projection  des  angles  donnés   (fig. 
94  . 

Le  point. «,  a'  est  un  point  de  la  droite,  considérons  un 
axe  vertical  passant  par  ce  point  et  supposons  que  nous 
ayons  fait  tourner  la  droite  autour  de  cet  axe  pour  l'amener 
à  être  de  front,  sa  projection  horizontale  sera  ab^  et  sa  pro- 
jection verticale  sera  a  b\  faisant  l'angle  x  donné  avec  la 
direction  de  la  ligne  de  terre.  Supposons  que  nous  ayons 
fait  tourner  la  droite  autour  d'un  axe  de-bout  passant  par  le 
point  a,  a  ,  pour  l'amener  à  être  horizontale,  sa  projection 
verticale  sera  ah\,  et  sa  projection  horizontale  ab^  faisant 
avec  la  direction  de  la  ligne  de  terre  l'angle  donné  J3.  Pre- 
nons sur  la  droite  un  point  B,  dans  la  première  position  ses 
projections  seront  b^b\,  dans  la  seconde  ses  projections 
seront  bjj\  telles  que  ab\=^ab^  et  faisons  les  deux  rota- 
tions en  sens  inverse;  la  projection  horizontale  b^  décrira  un 
cercle  autour  de  o,  la  projection  horizontale  b^  se  déplacera 
s'jr  une  perpendiculaire  aux  projetantes,  donc  elle  viendra 
en  b.  De  même  les  deux  lieux  de  la  projection  verticale 
sont  le  cercle  décrit  par  b\  et  la  perpendiculaire  aux  pro- 
jetantes même  par  i',,  la  projection  verticale  viendra  en  b\ 
les  deux  projections  de  la  droite  sont  ab,  a'b' . 

120.  Remarque  générale  au  sujet  des  figures.  Dans 
toutes  les  figures  que  nous  venons  de  tracer,  comme  dans 
celles  que  nous  allons  encore  dessiner,  on  peut  à  volonté, 
et  sans  rien  changer,  ajouter  une  ligne  de  terre  à  une  hau- 
teur quelconque,  ou  bien  ayant  d'abord  tracé  une  ligne  de 
terre,  la  supprimer  après  avoir  réalisé  les  constructions. 
Nous  avons  mis  en  pointillé  une  ligne  de  terre  sur  quelques 
figures. 

Rotation  d' un  plan. 

121.  Problème.  —  Faire  tourner  un  plan  d'un  angle 
donné  autour  d'un  axe  vertical  {^a.  95).  Un  plan  est  défini 
par  deux  droites  ab,  a'b'  et  ac,  a'c.  On  donne  un  axe  ver- 
tical projeté  horizontalement  au  point  d.  On  va  chercher 
d'abord  le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  le  pian,  ce  point 
restera  fixe  pendant  le  mouvement,  il  appartiendra  encore 
au  plan  après  la  rotation.  Suivant  la  méthode  indiquée  (3S) 
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nous  menons  dans  le  plan  une  droite  quelconque  dont  la 
projection  horizontale  passe  par  le  point  d,  soit  bed  la  pro- 
jection horizontale,  la  projection  verticale  est  b'e  et  le 
point  de  rencontre  de  l'axe  avec  le  plan  a  pour  projection 
verticale  d' . 

Nous  allons  maintenant  faire  tourner  une  droite  du  plan, 
nous  prendrons  une  horizontale  parce  que  sa  projection 
verticale  ne  changera  pas  pendant  la  rotation  (108);  ainsi, 


Fi  g    95. 

prenons  l'horizontale  hc,  h'c  ;  nous  abaissons  du  point  d  une 
perpendiculaire  df  sur  cette  horizontale,  et  la  projection 
horizontale  bc  restera  tangente  au  cercle  décrit  du  point  d 
comme  centre  avec  df  pour  rayon  :  amenons  df  en  df^y 
l'angle  fdf\  étant  l'angle  donné;  b^/^c^  sera  la  projection 
horizontale  de  l'horizontale  après  la  rotation,  et  la  projec- 
tion verticale  restera  b\c\. 

Le  plan  est  maintenant  déterminé  par  le  point  dd'  et  par 
b^c^,  b\c\.  Nous  pouvons  nous  proposer  de  retrouver  la 
position  qu'occuperont  les  deux  droites  après  la  rotation. 
D'abord  le  point  c  de  la  projection  horizontale  vient  en  c, 
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il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  d'examiner  la  position  d-e- 
ce  point  par  rapport  au  cercle  de  ravon  df  (107  his).  Le- 
point  h  vient  en  è,,  et  nous  plaçons  en  ^>  ^c\  les  projections 
Acrticales  des  points  dont  nous  avons  obtenu  les  projections- 
liorizontales.  La  projection  horizontale  ac  de  la  droite  aCy 
ne  restant  tangente  au  cercle  décrit  du  point  d  comme 
centre,  vient  en  a^c^  de  manière  que  le  centre  soit  placé  de 
la  même  manière  par  rapport  aux  2  tangentes.  La  projection. 
a  vient  en  a^  et  la  projection  verticale  a'  se  déplaçant  sur 
une  perpendiculaire  aux  projetantes,  vient  en  a\.  Alors  les^ 
projections  des  deux  droites  sont  aj)^^,  a\b\  et  a^c^  et  d ^c\.. 
Nous  voyons  encore  que  nous  n'avons  mesuré  qu'une  seule^ 
fois  l'angle  de  rotation  en  fdf^. 

122.  Problème.  —  Faire  tourner  un  pian  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  vertical.  On  cherchera  encore 
le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  le  plan,  point  fixe,  et  on 
lera  tourner  une  droite  de  front  dont  la  projection  hori- 
zontale restera  la  même. 

123.  Problème.  —  Amener  un  plan  à  être  parallèle 
au  plan  horizontal  (fig.  96).  On  définit  le  plan  par  les 
lieux  droites  ah,  a'h'  et  ac,  a'c  . 

Un  plan  parallèle  au  plan  horizontal  est  un  cas  particulier 
d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  (50);  pour  qu'un 
[)lan  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical,  il  faut  et  il  suf- 
fit qu'il  contienne  une  droite  de-bout;  une  droite  de-bout 
est  un  cas  particulier  d'une  horizontale  (22).  1°  Nous  pre- 
nons une  horizontale  du  plan  et  nois  l'amenons  perpendi- 
culaire au  plan  vertical  (33  et  101)  ;  nous  devons  effectuer 
une  rotation  autour  d'un  axe  vertical.  Prenons  l'axe  vertical 
passant  par  un  point  du  plan,  le  point  a,  a'  par  exemple, 
ce  point  restera  fixe  pendant  la  rotation;  la  projection 
horizontale  de  l'horizontale  restera  tangente  au  cercle  décrit 
de  a  comme  centre  avec  ac?  comme  rayon  et  nous  amènerons 
bc  en  b^c^  parallèle  aux  projetantes;  la  projection  verticale 
sera  alors  réduite  au  point  unique  b\c\  situé  sur  h'c'  ;  le 
j»oint  aa'  étant  resté  fixe,  le  plan  perpendiculaire  au  plan 
vertical  sera  représenté  par  ac\  lieu  des  projections  verti- 
cales de  tous  les  points  du  plan,  projection  verticale  com- 
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mune  des  deux  droites.  Amenons  par  des  arcs  de  cercle  les 
points  Z»  et  c  en  b^  et  c^  toujours  en  tenant  compte  des  posi- 
tions relatives  par  rapport  à  la  circonférence  (107  bis),  les 
projections  horizontales  des  deux  droites  après  cette  pre- 
mière rotation  sont  ab^  et  ac^. 

2°  Le  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  devient  hori- 
zontal, quand  cette  ligne  P\  ou  a'c\  devient   perpendicu- 


cLJèi^.T's^ 


Fig.  96. 

laïre  aux  projetantes  (50);  il  faut  donc  exécuter  une  seconde 
rotation  autour  d'un  axe  de-bout.  Or  nous  avons  ici  la  droite 
du  plan  b^c^,  b\c\  que  nous  pouvons  prendre  pour  axe,  il 
n'y  aura  plus  à  faire  tourner  qu'un  point  du  plan,  le  point 
aa'  par  exemple.  Quand  le  plan  sera  devenu  horizontal 
par  rotation  autour  de  cet  axe,  tous  les  points  se  projette- 
ront sur  la  ligne  P',  perpendiculaire  aux  projetantes  ;  dans 
le  mouvement  de  rotation,  le  point  a,  «'viendra  en  a\  a.  et 
les    projections   horizontales  définitives   des    deux   droites 
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sont  a^b^  et  a^c^,  Tangle  des  deux  droites  données  est  donc 
obtenu  en  vraie  grandeur  en  b^a^c^.  C'est  la  construction  de 
l'angle  de  deux  droites  par  deux  rotations.  Nous  avons  déjà 
résolu  le  problème  par  deux  changements  de  plans  (53). 
Nous  pouvons  nous  proposer  de  construire  la  bissectrice 
de  l'angle. 

Nous  menons  a^e^  bissectrice  de  l'angle  b^a^c^.  Dans  la 
rotation  autour  de  l'axe  vertical  a,  a'  le  point  e,  e\  viendra 
en  e,  e,  la  projection  e,  décrivant  un  cercle  et  venant  se 
placer  sur  bc  entre  d  et  c;  les  deux  projections  de  la  bissec- 
trice sont  a  e,  a'è . 

124.  Problème.  —  Amener  un  plan  à  être  parallèle 
au  plan  vertical. 

On  l'amènera  d'abord  à  être  perpendiculaire  au  plan 
horizontal  en  amenant  par  une  rotation  autour  d'un  axe  de- 
bout une  ligne  de  front  du  plan  à  être  verticale,  et  ensuite 
on  le  fera  tourner  autour  de  cette  ligne  verticale  pour 
l'amener  à  être  de  front. 

125.  Problème.  —  Amener  un  plan  à  être  parallèle 
à  la  lis^ne  de  terre. 

Il  suffit  que  ce  plan  contienne  une  parallèle  h  la  ligne  de 
terre.  Une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  une  ligne  à  la 
fois  horizontale  et  de  front.  Nous  pouvons  prendre  une  ligne 
de  front  du  plan  et  l'amener  à  être  horizontale  par  rotation 
autour  d'un  axe  de-bout,  ou  prendre  une  horizontale  et 
l'amener  à  être  de  front  par  rotation  autour  d'un  axe  verti- 
cal. Il  n'y  a  donc  qu'une  seule  rotation  à  faire,  mais  on  peut 
l'effectuer  de  deux  manières  différentes  (56). 

126.  Problème.  —  Faire  tourner  un  plan  autour  d'un 
axe  vertical  jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  un  point  donne  (fig.  97). 

Le  plan  est  défini  par  les  deux  droites  ab,  db'  et  ac,  a'c  ; 
le  point  est  le  point  d,  d' ;  l'axe  de  rotation  est  l'axe  vertical 
passant  par  le  point  a,  d  (choisi  pour  éviter  d'avoir  h  cons- 
truire le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  le  plan).  Tous  les 
points  du  plan  en  tournant  autour  de  l'axe  vertical  se 
déplacent  dans  des  plans  horizontaux;  donc  le  point  du 
plan  qui  viendra  après  la  rotation  coïncider  avec  le  point 
tf,  d  est  dans  le  même  plan    horizontal   que    ce  point.    Ce 
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plan  horizontal  détermine  dans  le  plan  abc,  a'h'c  une  hori- 
zontale   bc,  b'c,    c'est  un    point  de   cette    horizontale    qui 

viendra    passer   par 
le  point  (1,  d .  Mais 
dans   le  mouvement 
^^^^  la    projection    hori- 

"-"^: ^'     zontale  bc  reste  tan- 

;  gente  à  la  circonfé- 

;  rence     décrite      du 

^  ;  point  a  comme  cen- 

\  \^C  '  t''e    avec  ae  comme 

^^^<^  rayon.    Nous    mène- 

f,-  rons  par  le  point  d 

une    tangente    à    ce 

cercle,  et  cette  tangente  dc^b^  sera  la  projection  nouvelle  de 

l'horizontale  bc,  b' c  ,  sa  projection  verticale  sera  b\c\.  Il  y 

a  deux  solutions. 

Condition  de  possibilité.  Il  faut  que  le  point  d  soit  en 
dehors  du  cercle.  Traçons  la  droite  du  plan  dont  ae  est  la 
projection  horizontale  et  dont  la  projection  verticale  est 
a'e  \  c'est  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  par 
rapport  au  plan  horizontal,  elle  fait  avec  ce  plan  horizontal 
le  même  angle  que  le  plan  (42).  Traçons  la  droite  ad,  ad' 
Si  le  point  d  est  en  dehors  du  cercle,  cette  ligne  ^vr-^  :ivcc 
le  plan  horizontal  un  angle  plus  petit  que 
la  droite  ae,  de 

Il  faut  donc  que  la  droite  obtenue  en 
joignant  le  point  donné  au  point  de  ren- 
contre de  l'axe  avec  le  plan  fasse  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  plus  petit  que  le 
plan. 

127.  Problème.  — Faire  tourne?-  un 
plan  autour  d'an  axe  convenablement 
choisi  de  manière  que  le  plan  contienne 
une  droite  donnée  (fig.  98). 

Nous  voulons  faire  passer  le  plan  P  par  la  droite  AB. 
L'axe  étant  choisi,  nous  pourrons  faire  passer  le  plan  par 
un  point  de  la  droite;  prenons  le  point  de  rencontre  C  de  la 


Fig.  98. 
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droite  AB  avec  le  plan  et  faisons  passer  l'axe  CZ  par  le 
point  C;  ce  point  restera  clans  le  plan,  et  nous  n'aurons 
qu'à  faire  passer  le  plan  par  un  point  de  la  droite. 

128.  Exercices.  —  1°  Construire  par  des  rotations 
l'angle  de  deux  plans  : 

Il  faut  amener  l'intersection  des  deux  plans  à  être  per- 
pendiculaire à  un  plan  de  projection. 

2°  Faire  tourner  un  point,  une  droite,  un  plan  d'un 
angle  donné  autour  d  une  droite  de  front. 

Il  faut  faire  un  changement  de  plan  pour  amener  l'axe  à 
être  perpendiculaire  au  plan  horizontal. 

3°  Faire  tourner  un  plan  autour  d'un  axe  oblique  de  front 
pour  l'amener  à  être  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Changement  de  plan  horizontal. 

4°  On  donne  une  droite  et  un  point  hors  de  la  droite, 
faire  tourner  la  droite  autour  d'un  axe  vertical  donné  jus- 
qu'à ce  que  sa  projection  verticale  passe  par  la  projection 
verticale  du  point 

5°  On  donne  une  droite,  un  point  hors  de  la  droite,  et  la 
projection  verticale  d'un  axe  vertical,  déterminer  l'axe  par 
l:i  condition  que  la  droite  tournant  autour  de  cet  axe 
vienne  passer  par  le  point. 

6°  Amener  un  plan  par  une  rotation  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire à  un  plan  de  projection  à  être  perpendiculaire 
à  un  plan  donné. 

Il  faut  l'amener  à  passer  par  une  perpendiculaire  au  plan 
donné. 

6  bis.  Amener  un  plan  par  une  rotation  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  à  un  des  plans  de  projection  à  être  perpen- 
diculaire à  l'un  des  deux  plans  bissecteurs. 

1°  On  donne  une  droite  par  ses  projections  et  un  axe 
vertical,  faire  tourner  la  droite  autour  de  cet  axe  jusqu'à  ce 
(jue  sa  projection  verticale  soit  parallèle  à  une  direction 
donnée.  Condition  de  possibilité. 

8°  On  donne  un  plan  et  un  axe  vertical,  faire  tourner  le 
plan  autour  de  cet  axe  de  manière  que  les  lignes  de  front 
du  plan  dans  la  nouvelle  position  soient  parallèles  à  une 
direction  donnée.  Condition  de  possibilité. 
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9°  On  donne  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas,  les 
amener  par  une  rotation  à  avoir  leurs  projections  verticales 
parallèles. 

10°  On  donne  deux  plans,  les  amener  par  une  rotation  à 
avoir  leurs  lignes  de  front  parallèles  entre  elles. 

11°  Déterminer  l'axe  de  rotation  qui  permet  d'amener 
3  points  donnés  à  se  trouver  sur  la  même  verticale. 

12°  Déterminer  un  axe  vertical  ou  de-bout  qui  permette 
d'amener  dans  un  même  plan  3  droites  quelconques. 
Nombre  de  solutions. 

13°  Déterminer  un  axe  vertical  qui  permettrait  d'amener 
3  plans  quelconques  à  se  couper  suivant  une  horizontale  de 
cote  donnée.  Nombre  de  solutions. 

14°  Construire  par  deux  rotations  la  perpendiculaire 
commune  à  deux  droites. 

15°  On  donne  un  plan  par  ses  traces,  amener  ce  plan  à 
passer  par  la  ligne  de  terre. 
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129  DéOnition.  —  Un  rabattement  est  une  rotation 
d'un  plan  autour  d'une  horizontale  ou  d'une  ligne  de  front 
de  ce  plan,  ayant  pour  objet  d'amener  le  plan  à  être  paral- 
lèle au  plan  horizontal  ou  au  plan  vertical. 

Construction  :  Nous  considérons  un  plan  défini  par  deux 
droites  qui  se  coupent  (fig.  99)  ab' ,  ab  et  a'c\  ac,  nous 
construisons  une  horizontale  b'c\  bc  de  ce  plan  et  nous 
prenons  cette  horizontale  pour  axe  de  rotation.  Nous  nous 
proposons  d'amener  le  plan  à  coïncider  avec  le  plan  horizontal 
H'  qui  contient  cette  horizontale.  Nous  devons  d'abord 
prendre  un  plan  auxiliaire  de  projection  perpendiculaire  à 
l'axe  (104)  ;  nous  prenons  donc  un  plan  vertical,  et  les 
nouvelles  projetantes  seront  parallèles  à  la  projection  hori- 
zontale bc.  Nous  conservons  les  différences  de  cote  des 
divers  points,  l'horizontale  ayant  pour  projection  nouvelle 
le  point  arbitraire  c',,  tous  les  points  du  plan  horizontal  H' 
ayant  même  cote  que  cette  horizontale  auront  leurs  projec- 
tions verticales  sur  H'j  perpendiculaire  à  bc  menée  par  c,  ; 
le  point  a,  a  se  projettera  en  a\  [x^a\^^y.a')  et  tous  les 
points  du  plan  se  projetteront  sur  c\a\.  L'angle  de  ce  plan 
avec  le  plan  horizontal  est  l'angle  0.  Pour  amener  le  plan  à 
être  horizontal  il  faut  donc  le  faire  tourner  de  l'angle  9  ou 
du  supplément  de  cet  angle  (121).  Dans  ce  mouvement  de 
rotation  autour  de  cet  axe  de-bout,  la  projection  verticale 
a\  se  déplacera  sur  la  circonférence  décrite  de  c\  comme 
centre,  la  projection  horizontale  se  déplacera  sur  une  per- 
pendiculaire aux  projetantes.  Le  point  étant  venu  dans  le 
plan   ll'j,  sa    projection   verticale  sefa  A';  nous    avons  fiit 
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tourner  de  (I8O0-6)  et  sa  projection  horizontale  sera  A.  Ce 
point  A  est  le  rabattement  du  point  a,  a'.  Rabattons  de  la 
même  manière  le  point  d,  d!  \  sa  projection  verticale  auxi- 
liaire est  ûf'j  situé  sur  c  ^a  ^  et  telle  que  ^^d\^^^d' .  Le  point 
se  rabat  en  D. 

Si  nous  considérons  un  point  du  plan  tel  que  e,  e'  situé 
au-dessous  du  plan  H,  la  projection  verticale  auxiliaire  de 


Fig.  99. 

ce  point  sera  e',  située  sur  c  ^a\  et  telle  que  Yi^',  =Ye'  et  ce 
point  tournant  encore  de  l'angle  I8O0-6  se  rabattra  en  E 
par  conséquent  de  l'autre  côté  de  l'horizontale  par  rapport 
aux  points  A  et  D  qui  sont  les  rabattements  de  points  situés 
au-dessus  du  plan  H. 

129  his.  Remarque  :  Nous  remarquerons  que  si  des  points 
sont  en  ligne  droite  sur  le  plan,  leurs  rabattements  seront 
aussi  en  ligne  droite;  ainsi  les  trois  points  A,  D,  c,  les  trois 
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points  k  b  E.  Si  l'on  veut  rabattre  un  autre  point  de  la 
droite  ab,  a'b'  tel  que  le  point /y^,  il  n'y  a  plus  qu'à  abaisser 
de  la  projection  horizontale  /"une  perpendiculaire  sur  bc 
pour  avoir  en  F  le  rabattement  du  point. 

130.  Formule.  —  On  a  l'habitude  de  disposer  ces  cons- 
tructions de  rabattement  d'une  manière  un  peu  différente, 

en  faisant  passer 
le  plan  vertical 
auxiliaire  perpen- 
diculaire à  ra>e 
par  le  point  même 
qu'on  veut  rabat- 
tre :  ainsi  on  ima- 
gine (fig.  100)  le 
plan  vertical  auxi- 
liaire passant  par 
le  point  a,a,  la 
projection  verti- 
cale de  la  droite 
bc,  b'c'  est  réduite 
au  point  c\  on 
prend  aa\  =  aa'  y 
c\a\  est  encore  le 
lieu  des  projections  verticales  de  tous  les  points  du  plan  dont 
l'angle  avec  le  plan  horizontal  est  6  Le  cercle  de  rotation 
est  alors  dans  le  plan  vei'tical,  et  le  rabattement  vient  en  A. 
On  fait  la  même  construction  par  le  point  d,  d',  on  imagine 
le  plan  vertical  auxiliaire  perpendiculaire  à  bc  passant  par 
ce  point  d,  d  ;  d\  {dd\^^^d')  est  la  projection  verticale  auxi- 
liaire du  point;  c\d\  est  encore  la  trace  du  plan  sur  le  plan 
/ertical  et  doit  être  parallèle  à  c\a\  ;  le  point  se  rabat  en  D 
Pour  le  point  e,  e  on  imagine  encore  le  plan  vertical 
passant  par  ce  point  qu'on  projette  en  e\  {ee\=^(e);  e\c\ 
est  la  trace  du  plan  parallèle  à  c\a\,  mais  en  sens  inverse  . 
et  la  rotation  d'un  angle  égal  180° —  6,  comme  pour  les  autres 
points,  amène  le  rabattement  en  E.  En  réalité,  on  décom- 
pose le  changement  de  plan  fait  sur  la  figure  précédente  en 
autant  de  changements  de  plans  partiels  qu'on  doit  rabattre 


Fig.  100. 
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de  points.  On  évite  ainsi  de  tracer  les  projetantes  telles 
(pic  A'A,  D'D,  E'E  de  la  figure  précédente  ;  de  plus  on 
peut  ainsi  formuler  plus  simplement  la  construction  à  faire 
pour  le  rabattement. 

On  abaisse  de  la  projection  horizontale  du  point  une  per- 
pendiculaire sur  l'horizontale,  le  point  se  rabattra  sur  cette 
perpendiculaire  à  une  distance  de  l'axe  de  rotation  égale  à 
riivpoténuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  de 
l'angle  droit  :  1°  la  distance  de  la  projection  horizontale  du 
point  à  l'axe  de  rotai  ion  (ainsi  ac\^  dc\  fig.  100)  et  2°  la 
différence  de  cote  entre  le  point  et  l'horizontale  (ainsi  aa\, 
dd\  fig.  100).  L'angle  aigu  (6  sur  la  figure  100)  de  ce  triangle 
rectangle  opposé  à  la  cote  est  l'angle  du  plan  avec  le  plan 
horizontal;  nous  appellerons  ce  triangle  rectangle  auxiliaire 
triangle  de  rabattement 

Cette  formule  qu'on  peut  appliquer  très  simplement  à 
tous  les  points  qu'on  voudra  rabattre,  fait  disparaître  la 
notion  réelle  du  double  mouvement,  changement  de  plan  et 
rotation  qui  caractérise  le  rabattement  Mais  il  ne  faut  pas 
oublier  que  c'est  ce  double  mouvement  qui  en  justifie 
l'emploi;  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'on  ne  peut  par  un 
seul  déplacement  amener  un  plan  à  être  parallèle  à  un  plan 
de  projection. 

Nous  ne  reprendrons  pas  l'explication  de  ces  tracés  du 
rabattement  d'un  plan  sur  un  plan  de  front  autour  d'une 
droite  de  front  ;  nous  nous  contenterons  de  répéter  la  for- 
mule en  modifiant  les  mots  : 

On  abaisse  de  la  projection  verticale  du  point  une  per- 
pendiculaire sur  la  ligne  de  front  qui  est  l'axe  de  rotation, 
le  point  se  rabattra  sur  cette  perpendiculaire  à  une  distance 
de  la  ligne  de  front  égale  à  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  qui  a  pour  cotes  de  l'angle  droit  :  l**  la  distance 
de  la  projection  verticale  du  point  à  l'axe  de  rotation  ;  2°  la 
différence  d'éloignement  entre  le  point  et  la  ligne  de  front. 
L  angle  aigu  de  ce  triangle  rectangle  opposé  à  l'éloigne- 
ment,  est  l'angle  du  plan  avec  le  plan  vertical. 

131.  Rabattre  un  plan  perpendiculaire  à  un 
plan  de  projection,  (fig.    100    bis).  —  Considérons  un 

Géuii).  doser.  g 
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plan  vertical  représenté  par  une  ligne  P,  lieu  des  projections 

Horizontales  de  tous  les  points  du  plan;  nous   nous  propo- 

ifl'  sons  de  rabattre  ce  plan  sur  un 

1  /     plan  horizontal  représenté  par 

"i^ r* -y^--%    H'  ou  LT  autour  de  l'horizontale 

,     '  y^  située  dans  ce  plan. 

\   \       y^^  Il  6st  évident  que  la  distance 

'^y^  du  point  Uyo!  à  l'horizontale  du 

y^  plan  P,  située  dans  le  plan  H', 

est  égale  à  la  cote  du  point  aa. 

Fig.  100  éw.  T\  ^  1  u  4.x  X    1 

^  Donc   dans    le    rabattement    le 

point  aoJ  vient  en  a',  {aa\^=y.aY  Le  rabattement  d'un  plan 

vertical  n'est  donc  pas  autre  chose  qu'un  changement  de  plan 

vertical. 

De  même  le  rabattement  d'un  plan  de-bout  sur  up  plan 
de  front  est  un  changement  de  plan  horizontal. 

132.  Relèvemeuts»  —  Les  constructions  de  rabatte- 
ment ont  en  général  pour  objet  de  faire  dans  un  plan  cer- 
tains tracés  définis  par  des  longueurs  de  lignes  ou  des 
grandeurs  d'angles.  Mais  une  fois  les  résultats  obtenus,  il 
faut  les  ramener  dans  le  plan  donné  ;  il  faut  donc  les  re- 
lever. 

Les  constructions  se  feront  par  les  mêmes  moyens  que 
les  rabattements,  les  lignes  seront  tracées  dans  un  ordre 
différent. 

Ainsi  (fig.  101)  un  plan  étant  défini  par  deux  droites  ha, 
a'b'  et  ac,  a'c  on  l'a  rabattu  autour  de  l'horizontale  hc,'hc' 
sur  le  plan  horizontal  qui  contient  cette  droite  et  le  triangle 
rrctangle  de  rabattement  ada\  nous  fait  connaître  l'angle  f). 
Nous  faisons  tourner  le  point  «a'  de  180°  — 6  et  nous  obtenons 
son  rabattement  en  A. 

Nous  avons  obtenu  comme  résultat  de  certains  tracés  un 
point  L  dont  il  faut  déterminer  les  projections  ;  nous  me- 
nons la  perpendiculaire  L/n  à  l'axe,  et  sa  longueur  est 
l'hypoténuse  du  triangle  de  rabattement  dont  6  est  l'angle 
aigu,  triangle  facile  à  construire  en  menant  ml\  parallèle 
à  da! ^  et  en  portant  m  L  de  ?n  en  l\  ;  l  est  la  projection 
hoï-izontale  du  point,  //',  est  la  cote  que  nous  portons  en  o/' 
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du  même  côté  que  la  cote  du  point  a,  a! ,  puisque  les  rabat- 
tements des  points  sont  du  même  côté  de  l'horizontale. 
Nous  pouvons  justifier  rigoureusement  ce  tracé  en  imagi- 


L    J, 


A  .- 


Fig.  101. 


nant  un  plan  de  projection  auxiliaire  passant  par  L  et  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  rotation  bc;  c'est  dans  ce  plan  ver- 
tical que  tournera  le  point  L. 

Le  plan  donné  coupe  le  plan  vertical  auxiliaire  suivant 
une  ligne  ml\  faisant  avec  la  direction  de  la  ligne  de  terre 
perpendiculaire  aux  projetantes  l'angle  ô  du  plan  avec  le 
plan  horizontal.  Le  cercle  de  rotation  du  point  L  projeté 
en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical  et  projeté  horizonta- 
lement suivant  la  perpendiculaire  aux  projetantes,  amène  le 
point  dans  le  plan  en  l\/;  d'où  nous  déduisons  la  projection 
verticale  /'. 

Si  le  point  obtenu  est  le  point  N,  nous  ferons  des  tracés 
identiques,  mais  le  point  n'est  pas  du  même  côté  de  l'hori- 
zontale  que  le  point  A,  nous  construirons  donc  le  triangle 
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de  rabattement  semblable  au  triangle  ada' ,  mais  en  sen& 
invense  en  onn\,  on\  étant  parallèle  h  da\  et  la  cote  obtenue 
en  nn\  sera  reportée  en  'hn  au-dessous  du  plan  horizontal. 
Il  nous  reste  à  appliquer  ces  tracés  à  la  solution  de  divers 
problèmes. 

133.  Construire  l'angle  de  deux  droites  et  la 
bissectrice  de  cet  ang;le.  —  On  donne  deux  droites 
ab,  ah'  et  ac,  a'c,  on  veut  construire  la  bissectrice  de  leur 
angle  (fig.  101  bis).  La  bissectrice  d'un  angle  ne  se  projette 
pas  en  général  suivant  la  bissectrice  de  la  projection  de 
l'angle;   on   peut  d'abord  construire  l'angle,  ce  que   nous 

avons  réalisé  (53) 
par  deux  change- 
ments de  plans  et 
(123)  par  deux  ro- 
tations. 

Nous  rabattons 
le  plan  des  deux 
droites,  par  exem- 
ple, sur  un  plan  de 
front  par  une  rota- 
tion autour  de  la 
ligne  de  front  hcy 
bc. 

Sans  répéter  tout 
ce  que  nous  venons 
de  dire  (129),  nous 
construisons  le 
triangle  de  rabat- 
tement en  d'à  a^  et 
le  point  aa  se  ra- 
bat en  A.  b' Kc'  est 
l'ansle  des  deux 
droites  puisque  les  points  b'  et  c'  situés  sur  Taxe  de  rotation 
n'ont  pas  changé. 

L'une  des  bissectrices  est  rabattue  en  Af',  le  point  projeté 
verticiilement  en  e  sur  l'axe  de  rotation  a  sa  projection 
!;orizontaIe  au  point  e. 


loi  bis. 
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Les  deux  projections  de  la  bissectrice  sont  donc  «V,  ae. 

Prenons  la  seconde  bissectrice  rabattue  en  FA;  le  point 
•où  elle  rencontrerait  l'axe  de  rotation  est  en  dehors  de 
l'épure.  Nous  relèverons  directement  un  point,  par  exemple 
le  point  F  (132).  Nous  figurons  donc  le  triangle  de  rabatte- 
ment f'gf'i  dans  lequel  g'f^  est  parallèle  à  d'a^  et  égal  en 
longueur  à^'F.  f  est  la  projection  verticale  du  point  et  en 
portant  |3/'égal  à /'/*i  nous  avons  la  projection  horizontale; 
les  deux  projections  de  la  seconde  bissectrice  sont  a'f,af. 

134.  Construire  l'aiij;le  de  deux  plans  et  le 
plan  bissecteur.  —  Quelle  que  soit  la  manière  dont  les 
plans  sont  définis,  nous  ramènerons  toujours  la  construc- 
tion à  celle  d'un  cas  particulier  unique  ainsi  précisé. 

On  prend  deux  plans  de  projection  fixes  en  les  choisis- 
sant de  manière  que  les  deux  plans  aient  une  trace  com- 
mune. A.insi  on  aura  (fig.  102)  deux  plans  P'a'P  et  Q'-^'Q 
ayant  une  trace  commune  P'Q'a. 

Cette  trace   commune  est  l'intersection   des  deux  plans, 
nous    la   désignons    par 
a  o  ,  au. 

Pour  construire  l'an- 
gle des  deux  plans,  nous 
déterminons  l'angle  rec- 
tiligne  du  dièdre  formé 
par  ces  deux  plans  en 
les  coupant  par  un  plan 
perpendiculaire  à  leur 
inlersection.Ce  plan  per- 
pendiculaire sera  encore 
défini  par  ses  traces  R'y 
perpendiculaire  à  a'b'  (  t 
Rv  perpendiculaire  à  ah. 

L'intersection  du  plan 
R  avec  le  plan  P  est  don- 
née par  le  point  de  rencontre  h\  h  des  traces  verticales  IV 
et  P  et  par  le  point  c,  c  où  se  coupent  les  traces  horizon- 
laies  P  et  R;  c'est  la  droite  bc,  b'c'. 

L'intersection  du  plan  R  avec  le  plan  Q  est  donnée  par  le 


Fig.  102. 
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point  de  rencontre  b' ,  h  des  traces  verticales  R'  et  Q'  et  par 
ce  point  d\  d  où  se  coupent  les  traces  horizontales  Q  et  R  ; 
c'est  la  droite  bd,  b'd' . 

Ainsi  les  deux  droites  b'c\  bc  et  b'd',  bd  comprennent 
entre  elles  un  angle  égal  à  l'angle  des  deux  plans;  nous 
rabattons  le  plan  de  ces  deux  droites  sur  le  plan  horizontal 
on  le  faisant  tourner  autour  de  la  droite  de-bout  cd,  c'd' 
Nous  rabattons  le  point  b,  b'  et  le  triangle  de  rabattement 
est  tout  construit  en  b' by  (129),  le  point  se  rabat  en  B,  les 
rabattements  des  deux  droites  sont  cB  et  dB  qui  com- 
prennent entre  elles  l'angle  cherché  cBd 

135.  Plan  bissecteur.  —  Si  l'on  veut  déterminer  le 
plan  bissecteur,  on  remarquera  d'abord  que  ce  plan  passe 
nécessairement  par  l'intersection  ab,  a'b'  des  deux  premiers 
<  t  qu'il  suffira  pour  le  déterminer  d'y  joindre  la  bissectrice 
•  l'un  des  angles  rectilignes.  Ainsi  la  bissectrice  de  l'angle 
t|ue  nous  venons  de  construire  est  rabattue  en  B/i,  elle  a 
pour  projection  bn,  h'ri  et  le  plan  bissecteur  est  défini  par 
les  deux  droites  ab,  a'b'  et  bn,  b'n  . 

Nous  pouvons  ajouter  ici  que  ses  traces  sont  a  S'  confon- 
due avec  fl'P'Q'  et  ûS. 

136.  Prenons  maintenant  deux  plans  quelconques  définis 
chacun  par  deux  droites  (fig.  103)  :  Le  plan  P  défini  par  les 
deux  droites  fe,  fe  et  e'g ,  eg;  le  plan  Q  défini  par  les  deux 
droites  h'k' ,  hk  et  A7',  hl. 

1**  Nous  construisons  d'abord  l'intersection  de  ces  deux 
plans,  et  pour  cela  nous  les  couperons  par  des  plans  auxi- 
liaires perpendiculaires  à  un  plan  de  projection;  nous 
prendrons  ici  des  plans  horizontaux.  Le  plan  horizontal 
représenté  par  H' détermine  dans  le  plan  P  l'horizontale  Z*^, 
fg,  et  dans  le  plan  Q  l'horizontale  kt ,  kl  ;  ces  deux  lignes 
se  coupent  au  point  a,  a  qui  est  un  point  de  l'intersection 
cherchée. 

Le  plan  horizontal  représenté  par  H',  détermine  les  deux 
horizontales  e'U ,  eb,  parallèle  à  fg,  fg,  et  m'b',  mb,  paral- 
lèle à  kl,  k'I' ,  qui  donnent  par  leur  point  de  rencontre  un 
second  point  de  l'interseclion  cherchée  en  b,  b' . 

Ainsi  les  deux  projections  de  l'intersection  sont  ab,  a'b' . 
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2<»  Nous  choisissons  un  plan  horizontal  que  nous  pren- 
drons comme  plan  de  projection  fixe.  C'est  le  plan  H'. 
Alors  les  projections  horizontales  fg  et  kl  sont  les  traces 


Fig.  103. 


horizontales  P  et  Q  des  deux  plans.  (Nous  pouvons  remar- 
quer ici  que  nous  aurions  pu  prendre  d'abord  la  ligne  de 
terre  confondue  avec  H'.  Nous  aurions  précisé  tout  de  suite 
le  plan  horizontal  fixe;  mais  cette  désignation  à /j/70/7  du 
plan  horizontal  peut  avoir  des  inconvénients  dans  les  cas 
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où  l'on  ne  se  servirait  pas  de  plans  horizontaux  auxiliaires 
pour  construire  l'intersection  des  deux  plans  P  et  Q  ;  il  vaut 
mieux,  en  général,  ne  fixer  le  plan  horizontal  qu'après 
avoir  construit  l'intersection). 

3°  Nous  choisissons  pour  plan  vertical  le  plan  qui  pro- 
jette horizontalement  l'intersection,  ah  est  la  ligne  de 
terre  LT  ;  (si  nous  avions  pris  d'abord  les  plans  de  projec- 
tion fixes  en  prenant  pour  ligne  de  terre  la  ligne  H',  nous 
aurions,  sans  rien  changer  autre  chose,  appelé  LjT,  la 
ligne  de  terre  nouvelle  confondue  avec  ab).  Xous  ch;in- 
geons  de  plan  vertical  et  nous  construisons  la  projection 
verticale  nouvelle  de  la  ligne  ab,  ab';  le  point  a,  a  a  une 
cote  nulle,  nous  portons  la  cote  du  point  b,  b'  qui  est  égale 
à  b'oL  de  b  en  b\  sur  la  perpendiculaire  à  LT.  ab\  nouvelle 
projection  verticale  de  l'intersection,  qui  est  alors  dans  le 
plan  vertical,  est  la  trace  verticale  commune  P'Q'  des  deux 
plans.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  compléter  la  construc- 
tion (117). 

Nous  traçons  le  plan  R'vR  perpendiculaire  à  ab,  ab';  il 
coupe  les  deux  autres  suivant  les  lignes  bc,  b\c'  et  bd,  b\df 
qu'il  est  inutile  de  tracer;  nous  rabattons  le  plan  de  ces 
deux  lignes  sur  le  plan  horizontal;  le  point  Z»,  b\  venant  en 
B,  les  rabattements  sont  Bc  et  Bt/  qui  comprennent  entre 
elles  l'angle  demandé. 

Résumé  :  Il  faut  toujours  suivre  cet  ordre  :  1"  Construire 
l'intersection  par  la  méthode  la  plus  commode. 

2°  Choisir  un  plan  horizontal  qui  coupera  les  deux  plans 
suivant  deux  horizontales  qui  seront  les  traces. 

3°  Prendre  pour  plan  vertical  le  plan  qui  projette  hori- 
zontalement l'intersection. 

137.  Plan  bissecteur.  —  Nous  tracerons  la  bissectrice 
de  l'angle  rectiligne;  soit  B«  le  rabattement  de  cette  bissec- 
trice, sa  projection  horizontale  sera  bn ;  mais  nous  remar- 
quons que  la  droite  cd  sur  laquelle  se  trouve  le  point  n  est 
dans  le  plan  horizontal,  donc  la  projection  verticale  dans  le 
premier  système  de  projection  (même  si  l'on  n'a  pas  tracé 
la  première  ligne  de  terre)  du  point  projeté  en  n  est  n\  les 
projections  de  la  bissectrice  sont  hn,  b'ri . 
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Le  plan  bissecteur  est  déterminé  par  les  deux  droites  ab, 
ah'  et  hn^  b'rî . 

138.  Autre  iiiétliocle  (fig.  104).  —  Le  plan  P  est 
•défini  par  les  deux  droites  ab'-,  ah  et  ac\  ac. 

Le  plan  Q  est  défini  par  les  deux  droites  dé,  de  et  d'f. 

Nous  construisons  comme  précédemment  l'intersection 
des  deux  plans  en  les  coupant  par  un  plan  horizontal  H'  qui 


Fig.  104. 

d(!termine  les  horizontales  dont  les  projections  sont  hc,  et 
cf\  fournissant  ainsi  un  point  g^  g  de  l'intersection.  Ta 
autre  plan  horizontal  H'^  donne  les  deux  horizontales  pro 
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jetées  en  hn  et  dn  fournissant  un  second  point  n,  ri  de  l'in- 
tersection qui  est  gn,  g'ri . 

Rabattons  le  plan  P  sur  le  plan  horizontal  H'  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  l'horizontale  hc,  b'c  et  construisons 
le  rabattement  dans  ce  plan  de  l'intersection.  Le  point  n, 
n  se  rabattra  sur  la  perpendiculaire  nlabc  en  Nj  (le  triangle 
de  rabattement  (129)  est  nln\);  la  droite  gn,  gn'  sera  ra- 
battue en  ^N,. 

Rabattons  de  même  le  plan  Q  autour  de  l'horizontale  e/ 
et  construisons  en  ^Nj  le  rabattement  dans  ce  plan  de  la 
droite  gn,  g  ri  (le  triangle  de  rabattement  est  nmn'j. 

Si  nous  traçons  dans  le  plan  P  la  perpendiculaire  à  l'in- 
tersection au  point  n,  n  ,  elle  sera  rabattue  en  N,yj  perpendi- 
culaire a  i>^N^,  sa  projection  horizontale  serait />/i  que  nous 
n'avons  pas  besoin  de  figurer. 

Si  nous  traçons  dans  le  plan  Q  la  perpendiculaire  à  l'in- 
tersection au  même  point  n,  n  ,  elle  sera  rabattue  en  N,«y 
perpendiculaire  à  ^"N,,  sa  projection  horizontale  serait  cj/i 
inutile  à  tracer. 

Dans  l'espace,  ces  deux  perpendiculaires  comprennent 
entre  elles  l'angle  rectiligne  du  dièdre  formé  par  les  deux 
plans  P  et  Q;  elles  déterminent  un  plan  perpendiculaire  h 
l'intersection,  plan  dont  la  trace  sur  le  plan  H'  est  la  droite 
j?(j,  et  c'est  autour  de  cette  droite  qu'il  faut  rabattre  le  plan 
et  les   deux  perpendiculaires. 

La  droite  pcj  et  les  deux  perpendiculaires  forment  un 
triangle  dont  nous  connaissons  les  trois  côtés  :  1°  la  droite 
/?</,, 2°  la  perpendiculaire  dont  la  grandeur  esty^Nj,  3°  la  per 
pendiculaire  dont  la  grandeur  est  ^N^.  Nous  aurons  donc 
le  triangle  rabattu  en  vraie  grandeur  en  décrivant  du  pointy^ 
comme  centre  un  arc  de  cercle  avec  pN,  comme  rayon,  et 
du  point  cj  comme  centre  un  arc  de  cercle  avec  {jl>\.,  comme 
rayon.  Ces  arcs  de  cercle  se  couperont  au  point  N,  ;  p^j(/ 
est  le  triangle  dans  lequel  l'angle  en  N,  est  l'angle  cherché. 

Remarquons  que  la  trace  pq  du  plan  pnq  doit  être  per- 
pendiculaire sur  ng,  et  que  dans  le  rabattement  le  sommet 
du  triangle  projeté  en  n  doit  se  rabattre  sur  ng;  on  pourrait 
donc    se    contenter  de  rabattre  le   plan   P  pour  *)htenir  le 
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rabattement  g  N,  de  l'intersection,  on  mèneiail  ensuite  la 
perpendiculaire  N,  p;  on  tracerait  prj  perpendiculaire  à  ng, 
enfin  on  décrirait  l'arc  de  cercle  de  p  comme  centre  avec 
(j'S^   pour  rayon  ;   on   obtiendrait  le  point  N,  et  le  triangle 

139.  Construire  l'augle  d'une  droite  et  d'un 
^>lan*  —  L'angle  d'une  droite  et  d'un  plan  est  l'angle  que 
fait  la  droite  avec  sa  projection  sur  le  plan.  Nous  devons 
d'abord  mener  parla  droite  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
donné,  plan  qu'on  déterminera  en  menant  par  un  point  de 
la  droite  une   perpendiculaire  au  plan  donné  (91,  fig.  80). 

L'intersection  de  ce  plan  perpendiculaire  avec  le  plan 
donné  sera  la  projection  cherchée,  et  on  construira  ensuite 
l'angle  de  la  droite  et  de  sa  projection. 

Nous  devons  faire  observer  que  l'angle  de  la  droite  don- 
née AB  avec  la  perpendiculaire  BC  au  plan  donné  est  le 
complément  de  l'angle  cherché,  mais  qu'en  général  on  n'a 
pas  pour  objet  de  connaître  la  valeur  de  l'angle  en  le  mesurant 
en  degrés  avec  un  rapporteur,  recherche  à  laquelle  on  se- 
rait conduit  parla  considération  de  l'angle  complémentaire; 
on  a  besoin  au  contraire  de  connaître  l'angle  de  la  droite 
avec  le  plan  dans  la  position  réelle  qu'il  occupe. 

140.  Construire  les  projections  d'un  cerele 
situé  dans  un  pian.  —  Un  plan  est  défini  par  deux 
droites  ab,  à b'  et  ac,  de  (fig.  105).  Le  point  a,  a  est  le 
centre  d'un  cercle  situé  dans  ce  plan  et  dont  le  rayon  est 
connu.  Nous  allons  rabattre  le  plan  (par  exemple)  sur  un 
plan  horizontal  H'  en  le  faisant  tourner  autour  de  l'hori- 
zontale ic,  y c  .  Le  triangle  de  rabattement  du  point  a,  a' 
est  dad ^  [a  a  ^  =(xd).  Nous  avons  en  0  l'angle  du  plan  avec 
le  plan  horizontal.  Nous  faisons  tourner  le  plan  de  l'angle 
180<'  0,  le  point  A  est  le  rabattement  du  point  a,  d .  Nous 
traçons  le  cercle  de  rayon  donné  ayant  son  centre  au  point  A. 

Nous  pourrions  relever  par  les  constructions  indiquées 
(132)  un  certain  nombre  de  points  de  ce  cercle  et  nous  join- 
drions par  un  trait  continu  les  points  ainsi  obtenus  ;  mais 
la  projection  d'un  cercle  est  une  ellipse  dont  nous  pouvons 
déterminer  les  axes. 
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Nous  commençons  par  ti^acer  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  ayant  ad  pour  projection  horizontale,  la  pro- 
jection verticale  de  celle  ligne  est  da  ,  c'est  celte  ligne  qui 


Fig.  103. 


se  rabat  en  dk.  Considérons  le  diamètre  EF  qui  se  trouve 
sur  cette  ligne  et  relevons  les  points  rabattus  en  E  et  F.  La 
construction  du  relèvement  (115)  nous  donne  les  points 
e\,  e,  é  et  f\,  f,  f  sur  la  ligne  da,  du. 
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Remarquons  que  e/'est  égale  à  la  projection  de  è  J' ^  c'est- 
à-dire  du  diamètre  (e\f^  =  V^Y)  faite  suivant  l'angle  8. 

Traçons  le  diamètre  GH  perpendiculaire  à  EF  c'est-à-dire 
parallèle  à  l'axe  de  rotation  hc;  tous  les  points  de  ce  dia- 
mètre étant  à  égale  distance  de  hc  décriront  des  cercles 
eoraux:  ce  diamètre  se  relèvera  suivant  une  parallèle  à  l'ho- 
rizontale  hc,  h' c  \  pour  avoir  le  relèvement  du  point  rabattu 
en  G  nous  abaisserons  de  ce  point  G  une  perpendiculaire 
sur  hc^  le  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  pro- 
jection de  l'horizontale  du  plan  menée  par  a  est  la  projec- 
tion horizontale  du  point  rabattu  en  G;  on  obtient  sa  projec- 
tion verticale  en^'.  On  obtient  de  même  le  point  A,  K .  Le 
diamètre  rabattu  en  GH  a  pour  projection  gK  et  gh  dont 
la  longueur  est  égale  à  GH. 

Or  la  propriété  que  présente  un  diamètre  de  passer  par 
les  milieux  des  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires  est  une 
propriété  projective,  qui  se  retrouve  sur  chaque  projection, 
puisque  le  milieu  d'une  droite  se  projette  au  milieu  de  sa 
projection;  donc  ef  t\  gh  sont  deux  diamètres  rectangu- 
laires de  la  projection  horizontale;  ce  sont  les  axes  de  cette 
projection. 

Sur  la  projection  verticale  les  deux  diamètres  e'f'  et  g  h 
ne  sont  pas  rectangulaires,  ils  sont  conjugués,  c'est-à-dire 
que  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  e',  projection  verticale 
de  la  tangente  rabattue  en  EK,  est  parallèle  au  diamètre 
g  h'  parce  que  EK  est  parallèle  à  GH  ou  hc;  la  tangente  au 
point  g  est  la  projection  verticale  de  la  tangente  rabattue 
en  GL  parallèle  au  diamètre  EF  c'est-à-dire  à  la  ligne  de 
plus  grande  pente. 

Mais  nous  aurions  pu  déduire  les  axes  de  la  projection 
verticale  du  rabattement  du  plan  sur  un  plan  de  front  autour 
d'une  ligne  de  front. 

141.  Règle  des  axes*  —  Nous  pouvons  déduire  des 
tracés  et  des  remarques  que  nous  avons  faits  la  règle  sui- 
vante pour  construire  les  axes  des  ellipses  projections  d'un 
cercle. 

Projection  horizontale  :  Le  centre  de  l'ellipse  est  la  pro- 
jection horizontale  du  centre   du   cercle;   le  grand  axe  de 
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Tellipse  est  parallèle  aux  horizontales  du  plan  du  cercle  et 
égal  au  diamètre;  le  petit  axe  est  égal  à  la  projection  du 
diamètre  faite  suivant  l'angle  du  plan  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

Projection  verticale  :  Le  centre  de  l'ellipse  est  la  projec- 
tion verticale  du  centre  du  cercle;  le  grand  axe  de  l'ellipse 
est  parallèle  aux  lignes  de  front  du  plan  du  cercle  et  égal 
au  diamètre  ;  le  petit  axe  est  égal  à  la  projection  du  dia- 
mètre faite  suivant  l'angle  du  plan  avec  le  plan  vertical. 

Remarque.  Si  nous  avions  supposé  des  plans  de  projection 
fixe,  LT  étant  la  ligne  de  terre,  bc  eût  été  la  trace  hori- 
zontale P  du  plan  et  il  n'y  eût  eu  aucun  changement  dans 
nos  tracés. 

142.  Problèmes  relatifis  aux  projections  d'un 
cercle.  —  On  définit  (fig.  106)  un  plan  par  une  droite 
horizontale  a!b' ,  ah  et  un  point  c,  c  (c'est  la  même  défini- 
tion que  dans  le  cas  précédent  où  l'on  voit  que  les  deux 
droites  ah^  ab'  et  ac,  a'c  n'ont  servi  qu'à  déterminer  l'ho- 
rizontale hc,  b'c  trace  C.d  plan  sur  le  plan  horizontal).  Le 
point  ce'  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné  contenu 
dans  le  plan.  On  demande  de  construire  le  point  de  la  pro- 
jection verticale  du  cercle  pour  lequel  la  tangente  à  cette 
projection  verticale  sera  parallèle  à  R'. 

Le  cercle  est  dans  le  plan,  toutes  ses  tangentes  sont 
dans  le  plan,  la  tangente  dont  la  projection  verticale  est 
parallèle  à  R'  est  une  droite  du  plan  et  nous  connaissons 
la  direction  de  la  projection  verticale  de  cette  droite. 
Cherchons  la  direction  de  sa  projection  horizontale;  pour 
cela  nous  menons  c'b'  parallèle  à  R',  et  cb  est  la  direction 
cherchée.  Nous  devons  mener  au  cercle  une  tangente  pa- 
rallèle à  cb,  c'b';  rabattons  le  plan,  le  point  c,c'  se  rabat 
en  C  (triangle  de  rabattement  cdc  ^  obtenu  en  prenant  ce' ^ 
=:ct.c)',  la  ligne  cb,  c'b'  se  rabat  en  bC\  menons  le  rayon 
CE  égal  à  la  longueur  donnée  et  perpendiculaire  h  Cb;  le 
point  E  sera  le  rabattement  du  point  de  contact  de  la  tan- 
gente. Il  n'y  a  plus  qu'à  relever  le  point;  on  peut  employer 
le  triangle  de  rabattement  (129),  nous  avons  figuré  un 
autre  tracé  :  nous  avons  prolongé  CE  jusqu'au   point  /,  le 
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point  j\f  situé  sur  l'axe  de  rotation  ne  va  pas  changer,  et 
la  ligne  rabattue  en  /CE,  se  relève  en  fce,  f'c'e;  le  point 
rabattu  en  E  a  pour  projection  e,e  :  e'  est  le  point  demandé. 

Ou  ferait  la  même  construction  si  l'on  voulait  trouver  le 
point  de  la  projection  horizontale  pour  lequel  la  projection 
horizontale  de  la  tangente  a  une  direction  donnée. 

On  peut  aussi  demander  le  point  de  la  projection  verti- 


^ — -• 


cale  pour  lequel  la  projection  verticale  de  la  tangente  passe 

Sans  entrer  dans  tous  les  détails  que  la  solution  du  pro- 
blème précédent  suffit  a  indiquer,  nous  construisons  le 
point  du  plan  dont  g  est  la  projection  verticale;  nous  avons 
mené  pour  cela  une  ligne  du  plan  projetée  en  g'c'h',  sa  pro- 
jection horizontale  ch  nous  fait  connaître  le  point  g.  Nous 
avons  rabattu  le  plan  et  dans  ce  plan  le  point  g,g'  au  moyen 
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de  cette  ligne  gch  g'c'h,  rabattue  en  GCh;  nous  avons 
construit  le  point  de  contact  L  de  la  tanoente.  menée  par  G 
au  cercle,  dont  le  rayon  est  CE,  et  nous  avons  relevé  ce 
point  rabattu  en  L  au  moyen  de  la  tangente  elle-même 
GLm  dont  les  projections  sont  mlg  ml  g  :  le  point  V  est  le 
point  cherché. 

143.  Application  (fig.  107).  —  On  donne  une  droite 
ah  ah' .  Un  cercle  a  son  centre  sur  la  droite  au  point  hyh'\ 
le  plan  du  cercle  est  perpendiculaire  à  la  droite,  le  rayon 
est  connu  :  construire  ses  projections. 

Nous  allons  appliquer  la  règle  des  axes  (141)  sans  entrer 
dans  les  détails  : 

1°  Projection  horizontale  :  le  centre  de  J'ellipse  est  le 
point  è,  projection  horizontale  du  centre  du  cercle. 

Le  grand  axe  est  dirigé  suivant  les  horizontales  du  plan  ?X 
égal  au  diamètre;  nous  menons  ^^  perpendiculaire  à  ah,  et 

nous  prenons  hg=hh=.^. 
Le  petit  axe  est  la  projec- 
tion du  diamètre  faite  sui- 
vant l'angle  du  plan  avec 
,  le  plan  horizontal.  L'angle 
~\e,  du  plan  avec  le  plan  hori- 
zontal est  le  complément 
de  l'angle  que  fait  la 
droite  avec  le  plan  hori- 
zontal. Nous  prenons  sn 
plan  vertical  auxiliaire 
parallèle  à  la  droite,  en 
prenant  aa! ^  =  a!'^\  nous 
obtenons  en  X  l'angle  de 
la  droite  avec  le  plan 
horizontal  =  aJa'j  ;  nous 
menons  h]î ^  perpendicu- 
laire sur  ha\^  nous  obte- 
i  nous  en  khk\  l'angle    du 

Fig.  107.  plan    avec   le    plan   hori- 

zontal,      nous      prenons 
iA',=R;  hk  est  le  demi-petit  axe  et  nous  portons  hl=1:k\ 


1 
1 

^A. 

'/^^ 

\ 

.;--/__-_ 

---^ 
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2"  Projection  verticale  :  centre  b  ;  grand  axe  d'h'c'  per- 
pendiculaire à  ah'  et  sur  lequel  on  a  pris  b'c=ib' d'  =  Y{. 

Anolc  de  la  droite  avec  le  plan  vertical  ab'a^=^^  {(ia^  = 
ay.).  Angle  du  plan  avec  le  plan  vertical  e'b'e^,  obtenu  en 
menant  ï'e„  perpendiculaire  sur  b'a^.  Nous  portons  le  rayon 
R  en  b'e^,  et  nous  projetons  e,  en  e';  nous  portons  b'f'^b'e  : 
f'é  est  le  petit  axe. 

144.  Poiuts  entrailles  dans  le  niouvenient  «le 
rabattement  d'un  plan.  —  Nous  avons  énoncé  dans  la 
délinition  du  rabattement,  que  cette  opération  ne  s'appli- 
c[uait  qu'à  une  figure  plane.  On  peut  avoir  intérêt  dans 
certains  cas  à  rabattre  un  plan  et  à  entraîner  dans  le 
mouvement  des  points  extérieurs,  ou  bien  à  faire  le  tracé 
inverse  consistant  à  relever  un  plan  rabattu  erv  entraînant  un 
point  extérieur. 

Nous  nous  contenterons  de  citer  deux  exemples,  pour 
faire  comprendre  dans  quels  cas  une  semblable  construc- 
tion peut  être  utile. 

i°  Supposons  qu'on  veuille  établir  un  tétraèdre  régulier, 
ayant  une  face  dans  un  plan  donné.  Cette  face  étant  un 
triangle  équilatéral,  il  suffira  de  donner  deux  sommets  dans 
le  plan. 

Or    la    projection    horizontale    d'un    tétraèdre    régulier 
ayant  une  face  horizontale  est  très  simple  à  figurer.  C'est 
un  triangle  équilatéral  ABC  (fig.  108)  dans 
lequel  le  quatrième  sommet  se  projette  en  D 
au  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs.  Ce 
sommet  D  est  à  une  distance  du  plan  hori- 
zontal facile  à  déterminer;  il  suffit  de  cons- 
truire   le    triangle    rectangle    DD'C,    danf 
lequel  CD'=CB;  DD'  est  la  hauteur  du  té-  .       li^r.  los. 
traèdre. 

On  a  donc  un  plan  dans  lequel  sont  placés  deux  des 
sommets  :  A  et  B,  par  exemple;  on  le  rabat,  on  effectue  le 
tracé  que  nous  venons  d'indiquer  et  on  relève  le  plan  dans 
lequel  on  place  d'abord  le  troisième  sommet  C,  et  on 
entraîne  le  quatrième  sommet  projeté  au  point  D. 

2°  Construire  les  points  communs  à  trois  »;phëres  (fig.  109). 


130 


GEOMETRIE    DESCRIPTIVE 


Fig.  109. 


Si  les  centres  des  trois  sphères  sont  clans  un  plan  hori- 
zontal, les  cercles  communs  aux  sphères  prises  deux  à  deux 

se  projettent  suivant  les  trois 
cordes  communes  AB,CD,  EF. 
Leur  point  de  rencontre  G  est 
la  projection  horizontale  des  deux 
points  communs  aux  trois  sphères 
points  symétriques  par  rapport 
au  plan  des  centres,  et  dont  la 
distance  au  plan  des  centres  s'ob- 
tiendra facilement  en  rabattant 
l'un  des  cercles,  le  cercle  EF  par 
exemple,  la  distance  cherchée 
est  GG'. 

Les  centres  des  trois  sphères 

étant   connus,   on   rabattra   leur 

plan  sur  le  plan  horizontal,  on 

fera   le   tracé    que    nous  venons 

d'indiquer  et  on  relèvera  le  plan  en  entraînant  les  points 

projetés  en  G. 

145.  Principe  delà  eonstruction  (fig.  110).  —  Nous 
nous  proposons  de  rabattre  un  plan  P  sur  le  plan  horizontal 
H,  en  le  faisant  tourner  autour  de  l'horizontal  AB  et  d'en- 
traîner un  point  C.  Nous  abais- 
sons du  point  C  une  perpen- 
diculaire CD  sur  le  plan  P  et 
nous  supposons  que  le  plan  et 
la  perpendiculaire  forment  un 
système  invariable.  Nous  ra- 
battons le  plan  P  sur  la 
partie  H  du  plan  horizontal 
en  le  faisant  tourner  de  l'angle 
aigu  6;  le  point  D  vient  en  D,, 
et  la  perpendiculaire  devient 

la  verticale  D,Cj  conservant  sa  longueur;  C,  est  la  position 
du  point  C.  Si  l'on  avait  rabattu  le  plan  sur  la  partie  Hj  du 
plan  horizontal  en  le  faisant  tourner  de  l'angle  180°  —  6,  le 
point  D  serait  venu  en  D^,  la  perpendiculaire  serait  devenue 


1-ig.   110. 
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hi  verticale  D^Cj  située  au-dessous  du  plan  II,  et  C^  serait  la 
position  du  point. 

On  comprend  facilement  le  tracé  inverse;  on  veut 
entraîner  dans  le  relèvement  du  plan  P  qui  a  tourné  de 
l'angle  aigu  6  un  point  C,,  on  abaisse  la  verticale  C,Dj,  on 
relève  le  point  D^  en  D  et  on  mène  la  perpendiculaire  DC 
au  plan  P  en  prenant  DC=DjCj. 

146.  Disposition  du  tracé  (fig.  111).  —  Nous  défi- 
nissons simplement  un  plan  par  une  droite  horizontale 
ah,  a'b'  et  un  point  c,  c  .  Nous  prenons  un  point  e,  é  exté- 
rieur au  plan  (la  ligne  ce,  ce'  ne  rencontre  pas  ah,  a'h'). 

Nous  rabattons  le  plan  autour  de  ah  sur  le  plan  hori- 
zontal H'  ou  LT.  Le  point  c,c'  vient  en  C  après  rotation 
de  180"  —  9,  6  étant  l'angle  du  plan  avec  le  plan  horizontal 
obtenu  dans  le  triangle  de  rabattement  dcc\  (^cc\^oi.c'). 

La  projection  horizontale  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  e,e'  sur  le  plan,  sera  ef  perpendiculaire  sur  ab. 
efest  en  même  temps  la  projection  horizontale  (84)  d'une 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  par  rapport  au  plan 
horizontal  et  cette  ligne  a  sa  trace  au  point  g. 

Nous  prenons  pour  plan  vertical  le  plan  qui  contient  ces 
deux  droites. 

La  ligne  de  plus  grande  pente  est  projetée  en  g'f\,  pa- 
rallèle à  dc\,  le  point  ee'  a  sa  projection  verticale  auxiliaire 
en  e\  {ee\  =  ^e). 

La  perpendiculaire  se  projette  suivant  e\f\  qui  tait 
connaître  sa  longueur.  (Nous  n'avons  pas  besoin  des  pro- 
jections du  pied  de  la  perpendiculaire,  ni  de  la  projection 
verticale  de  cette  droite.) 

Nous  rabattons  le  point  dont  la  projection  verticale  auxi- 
liaire est  f^  en  F,  car  il  est  évident  que  gf\  est  l'hypo- 
ténuse du  triangle  de  rabattement  de  ce  point;  ce  point  F 
est  dans  le  plan  horizontal,  sa  projection  verticale  est  F' 
et  la  verticale  F'E'  égale  en  longueur  à  e',/',,  nous  donne  le 
le  point  E',  E,  position  du  point  e,  e  ,  après  le  rabattement 
du  plan. 

Supposons  le  plan  rabattu,  nous  avons  un  point  projeté 
en  L,  et  dont  la  dislance  au  plan  horizontal  est  donnée  pur 
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la  projection  verticale  en  L'N'.  Nous  abaissons  la  verticale 
L'N',  LN  et  nous  relevons  le  point  rabattu  en  N.  Nous  tra- 
çons donc  (115)  N/?z  perpendiculaire  sur  ah,  nous  menons 
ensuite  inn\  parallèle  à  dc\',  nous  portons  /;zN  en  mn\,  et 


'JL^^- 


Fig.  111. 

nous  obtenons  la  projection  verticale  auxiliaire  ri ^  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  L  sur  le  plan,  sur  un 
plan  vertical  auxiliaire  qui  contient  cette  perpendiculaire, 
sans  marquer  les  projections  du  point  nous  traçons  ri  J\  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  plus  grande  pente  projetée  en 
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mn\\  n'J^  étant  égal  en  longueur  à  N'L'  nous  avons  en  /',  la 
projection  verticale  auxiliaire  du  point  cherché,  /  est  sa  pro- 
jection horizontale,  la  cote  est  U\  et  nous  la  portons  en  vZ'. 
Il  faut  bien  se  rendre  compte  du  sens  de  la  perpendicu- 
laire par  rapport  au  plan.  Ainsi,  si  nous  avions  un  point  P 
projeté  au  même  point  que  L  sur  le  plan  rabattu,  par 
conséquent,  sur  la  même  verticale,  mais  situé  au-dessous 
du  plan,  de  manière  que  sa  cote  soit  égale  à  P'N',  les  mêmes 
tracés  nous  donneraient  les  points  p\  (j)\n\=:P']Si'),  pro- 
jection verticale  auxiliaire,  p  projection  horizontale,  «'  pro- 
jection verticale  [p'l=pp'  ^. 
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147.    Construction  du  rabattement  d'un  plan 

avec  un  seul  plan  de  projection  (fig.  100  bis).  Le 

plan  est  défini  par  une  ligne  de  plus  grande  pente  par  rap- 
port au  plan  horizontal;  cette  ligne  est  donnée  par  sa  pro- 
jection horizontale  ah,  sa  trace  a  sur  un  plan  horizontal,  à 
partir  duquel  on  compte  les  cotes  et  son  angle  avec  le  plan 
horizontal. 

Un  point  du  plan  a  sa  projection  horizontale  au  point  C. 

On   propose  de  rabattre  ce   plan  sur  le  plan  horizontal 
passant  par  le  point  a  et  de  construire  le 
rabattement  du  point  c. 

Ce  point  décrira  autour  de  l'horizon- 
tale ad  perpendiculaire  à  ab  un  cercle 
situé  dans  un  plan  vertical  et  projeté  sur 
la  droite  cd  parallèle  à  ab.  Nous  prenons 
ce  plan  pour  plan  vertical  auxiliaire. 

La  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan 
qui  a  pour  projection  horizontale  cd  se 
projette  suivant  de  faisant  avec  de  un  angle  9  égal  à  l'angle 
donné  pour  la  ligne  ab;  ce'  est  la  cote  du  point  C,  dcc\  est 
le  triangle  de  rabattement,  et  si  Ton  fait  tourner  le  plan 
d'un  angle  aigu  égal  à  6,  le  point  se  rabat  en  C. 

Nous  ne  répéterons    pas  la  construction   du    relèvement 
facile  à  faire  en  suivant  les  mêmes  tracés  en  ordre  inverse. 


Fig. 


— >^ 


lUO   bis. 
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148.  Construire  l'angle  de  deux  droites  et  la 
bissectrice  de  cet  a.iigle  (fig.  100  ter).  —  On  donne  un 
point  B  par  sa  projection  horizontale  b  et  sa  cote.  Par  ce 
point  passent  deux  droites  dont  les  projections  horizontales 
sont  ba  et  bc,  elles  sont  déterminées  par  les  angles  qu'elles 
iont  avec  le  plan  horizontal.  Construire  l'angle  de  ces  deux 
droites  et  la  bissectrice  de  cet  angle. 

Nous  cherchons  d'abord  une  horizontale  du  plan  des 
deux  droites  en  prenant  sur  les  deux  droites  des  points  à 

cote  égale,  et  en  particulier  les 
, points    à   cote   nulle.   Nous   em- 

ployons comme  plan  vertical  le 
^  .,  plan  projetant  la  droite  ab,  la 
/\  projection  verticale  de  cette 
'\/  droite  sera  b'a  obtenue  en  pre- 
nant bb'  égal  à  la  cote  du  point  B, 
et  en  traçant  b'a  faisant  avec  ba 
l'angle  donné  9  que  doit  faire  la 
droite  avec  le  plan  horizontal;  le 
point  a  est  la  trace  de  la  droite 
sur  le  plan  horizontal  à  partir  duquel  on  a  compté  la  cote 
du  point  B. 

Nous  employons  un  second  plan  vertical  passant  par  bc; 
nous  prenons  bb\^=  bb'  et  nous  traçons  b\c  faisant  avec  cb 
l'angle  donné  X;  c  est  le  point  de  cette  droite  à  cote  nulle 
comme  le  point  a,  ac  est  donc  une  horizontale  du  plan  des 
deux  droites. 

bd  est  la  projection  horizontale  d'une  ligne  de  plus 
grande  pente  du  plan  ;  nous  prenons  un  troisième  plan  ver- 
tical passant  par  bd;  le  point  B  se  projette  en  b\  (^bb\=bb' 
=^bb\);  dbb^  est  le  triangle  de  rabattement  du  point  B  que 
nous  rabattons  en  B. 

Comme  les  points  a  et  c  sont  dans  le  plan  horizontal  et 
n'ont  pas  changé  de  position,   l'angle  est  rabattu  en  a  Bc. 
Nous  traçons  la  bissectrice  Be  de  cet  angle  ;  dans  le  relève- 
ment  le  point  e  reste  fixe,  le  point  B  se  relève  en  b;  la  pro- 
jection de  la  bissectrice  est  br. 

149.  Construire  Fangle  de  deux,  plans  (fig.   100 
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quater).  — Les  deux  plans  sont  définis  chacun  par  une  ligne 
de  plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  horizontal.  La 
ligne  AB  déterminée  par  sa  projection  horizontale  ah,  sur 
laquelle  le  point  a  est  la  projection  du  point  h  cote  nulle  et 
son  angle  0  avec  le  plan  horizontal  définit  le  plan  P.  La  ligne 
CD  déterminée  par  sa  projection  horizontale  cd  sur  laquelle 
le  point  c  est  le  point  à  cote  nulle  et  son  angle  X  avec  le 
plan  horizontal  définit  le  plan  Q. 

Nous  construisons  d'abord  l'intersection  des  deux  plans. 
Les    horizontales 

à  cote   nulle   qui  / 

passent  par  les 
points  a  et  c  se 
coupent  au  point 
e;  en  nous  aidant 
des  plans  verti- 
caux auxiliaires 
passant  par  cha- 
cune des  deux 
droites  qui  sont 
rabattues  en  ab' 
faisant  avec  ab 
l'angle  9  et  en  cd' 
faisant  avec  cd 
l'angle  X  nous 
construisons  deux 
horizontales  f  f 
et  g'g  à  la  même 
cote  8  (36)  ;  un  second  point  de  l'intersection  est  projeté 
en  m;  l'intersection  est  projetée  suivant  em.  Les  traces  hori- 
zontales des  deux  plans  sont  ea  (trace  P)  et  ec  (trace  Q). 
Appliquons  d'abord  la  première  méthode  (13(3)  : 
Nous  prenons  pour  troisième  plan  vertical  auxiliaire  le 
plan  projetant  l'intersection  EM,  la  projection  verticale  de 
cette  droite  est  eni  ^  {mm\  =  d,  cote  du  point  M)  nous 
traçons  le  plan  R'-j-R  perpendiculaire  à  la  droite  em,  em  ,  sa 
trace  horizontale  R  coupe  les  traces  P  et  Q  aux  points  k 
et  l 


100  quater. 
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Les  droites  d'intersection  du  plan  R  avec  les  plans  P  et 
0  sont  projetés  en  km  et  Im.  (Il  n'est  pas  nécessaire  de  tracer 
ces  lignes.)  Nous  rabattons  le  plan  R  sur  le  plan  horizontal, 
le  Iriano-le  de  rabattement  du  point  M  est  tout  construit  en 


y'   "'«. 


II' 


''^::^' 


"k'-- 

'-M. 


Fig.  100  quinto. 


m\in-f\    et  le  point  /«,  m   vient  en  M;  l'angle  rabattu  est 

irs\i. 

Nous  traçons  la  bissectrice  de  cet  ano-le  M«;  cette  bissec- 
trice  relevée  en  mn  détermine  avec  l'intersection  em  le  plan 
bissecteur  cherché  et  dont  la  trace  est  ne.  Il  serait  facile 
d'obtenir  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan 
bissecteur. 

Si  l'on  voulait  appliquer  la  seconde  méthode  (138),  ou 
construirait  comme  nous  venons  de  le  faire  (fig.  100  quinto) 
l'intersection  des  deux  plans  projetés  en  em. 

On  rabattra  le  plan  P  autour  de  sa  trace  horizontale  P;  le 
point/,  f  sera  rabattu  en  F,  l'horizontale  projetée  en  fm 
sera  rabattue  enFMj  et  le  point  M  en  M^.  L'intersection  sera 
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rîibaHiie  en  eM^.  On  rabattra  de  même  le  plan  Q  autour  de 
sa  trace  horizontale  Q.  Des  tracés  identiques  donneront  le 
point  M,;  l'intersection  sera  rabattue  eneM^.  La  perpendicu- 
laire à  l'intersection  dans  le  plan  P  sera  rabattue  en  M, A-,  et 
le  relèvera  en  km  (inutile  à  tracer).  La  perpendiculaire  à 
l'intersection  dans  le  plan  Q  sera  rabattue  en  MJ  et  se 
relèvera  en  Im  (inutile  à  tracer)  ;  l'angle  de  ces  deux  per- 
pendiculaires sera  l'angle  des  deux  plans,  et  on  le  cons- 
truira en  construisant  la  vraie  grandeur  du  triangle  dont  les 
trois  cotés  sont /A-,  k'M^,  ZM,,  le  sommet  vient  enMj,  /.Mj  l  est 
l'angle  cherché. 

150.  Construire  l'angle  d'une  droite  et  d'um 
l»laiu  —  L'angle  d'une  droite  et  d'un  plan  est  l'angle  que 
l'ait  la  droite  avec  sa  projection  sur  le  plan.  II  faut  projeter 


Fig.  100  sexto. 


la  droite  sur  le  plan  et  pour  cela  il  faut  mener  parla  droite 
un  plan  perpendiculaire  au  plan.  — Nous  avons  déjà  expliqué 
celte  construction  (§  91,  fig.  77).  Nous  allons  la  reprendre 
pour  la  compléter  par  la  détermination  de  l'angle  cherché  : 
La  ligne  projetée  en  ab  (fig.  100  sexto),  (point  a  à  cote  nulle) 
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et  dont  on  donne  l'angle  0  avec  le  plan  horizontal,  définit  le 
plan  P.  La  ligne  CD  est  définie  par  sa  projection  horizon- 
tale cd  (le  point  c  à  cote  nulle)  et  l'angle  X  avec  le  plan  hori- 
zontal. Nous  choisissons  sur  la  droite  le  point  projeté  en  d, 
nous  cherchons  quelle  est  la  cote  de  ce  point  en  prenant 
comme  plan  vertical  le  plan  projetant  CD;  la  projection 
verticale  est  cd'  faisant  avec  cd  l'angle  >.,  et  la  cote  du  point 
D  est  dd' . 

Par  ce  point  nous  menons  une  perpendiculaire  au  plan  P  ; 
la  projection  horizontale  de  cette  perpendiculaire  est  df 
parallèle  à  ab.  Considérons  la  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  ayant  même  projection  horizontale  que  la  perpen- 
diculaire, sa  trace  est  le  point  e  sur  la  trace  horizontale  ae  du 
plan  P.  Prenons  pour  plan  vertical  le  plan  contenant  cette 
ligne  de  plus  grande  pente  et  la  perpendiculaire  cherchée  : 
la  ligne  de  plus  grande  pente  se  projettera  en  eg  faisant 
avec  e^/Tangle  6,  le  point  D  se  projettera  en  d\  {dd\=dd'), 
la  perpendiculaire  aura  pour  projection  verticale  d'^g'f 
Cette  perpendiculaire  perce  le  plan  au  point  g'g  qui  est  un 
point  de  l'intersection  du  plan  perpendiculaire  avec  le  plan 
P,  c'est-à-dire  un  point  de  la  projection  cherchée;  d'autre 
part,  la  trace  de  cette  perpendicijaire  étant  le  point  f,  la 
trace  du  plan  perpendiculaire  au  plan  P  mené  par  cd  est  cf 
qui  coupe  la  trace  ae  du  plan  P  au  point  A-,  second  point 
de  la  projection  cherchée;  cette  projection  de  la  droite  sur 
le  plan  P  est  projetée  en  gk,  coupant  cd  au  point  h  qui  est 
la  projection  du  point  de  rencontre  de  CD  avec  le  plan. 
L'angle  demandé  est  projeté  suivant  khc,  nous  le  rabattons 
autour  de  l'horizontale  ck.  Pour  cela  nous  commençons  par 
chercher  la  cote  du  point  H  qui  est  le  sommet  de  l'angle. 
Dans  le  premier  plan  vertical  projetant  CD,  nous  trouvons 
cette  cote  en  hh' ;  nous  construisons  en  hh'J(^hh\:^^hh')  le 
triangle  de  rabattement  du  point  H  autour  de  l'horizontale 
cA-,  et  nous  rabattons  le  point  en  H  ;  l'angle  cherché 
est  cHA. 

151.  Exemples.  —  1°  On  donne  la  trace  horizontale 
d'un  plan,  les  projections  d'un  point  et  la  distance  de  ce 
point  au  plan,  déterminer  l'autre  trace  du  plan. 
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2"  Trouver  la  trace  verticale  d'un  plan  dont  la  trace  hori- 
zontale est  donnée,  connaissant  l'angle  que  forment  ces 
deux  traces  dans  l'espace. 

3"  Construire  un  plan,  connaissant  une  droite  de  profil  de 
ce  plan  et  l'angle  que  ses  deux  traces  font  dans  l'espace. 

4°  Étant  donnée  une  droite  et  un  point  extérieur,  trouver 
sur  la  droite  un  point  situé  à  une  distance  connue  du  point 
donné. 

5°  Etant  donnée  une  droite  et  un  point  extérieur,  mener 
par  le  point  une  droite  qui  rencontre  la  droite  donnée  en 
faisant  avec  elle  un  angle  donné. 

6°  Par  un  point  pris  dans  un  plan,  mener  aux  traces  de 
ce  plan  des  droites  de  longueur  donnée  en  faisant  avec  ces 
traces  des  angles  donnés. 

7°  Par  une  droite  donnée  dans  un  plan,  mener  un  plan 
faisant  avec  le  plan  donné  des  angles  donnés. 

8°  Etant  données  les  traces  horizontales  de  deux  plans  P 
et  Q  faisant  entre  eux  un  angle  w  et  la  projection  horizontale 
de  leur  intersection,  déterminer  ces  deux  plans. 

9"  Déterminer  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux  droites 
sans  construire  l'angle. 

10°  Déterminer  le  plan  bissecteur  de  l'angle  de  deux  plans 
sans  construire  l'angle. 

11°  Construire  l'angle  d'un  plan  avec  une  verticale. 

12°  Construire  les  plans  bissecteurs  des  angles  que  fait 
un  plan  avec  les  plans  de  projection. 

13°  Une  horizontale  fait  avec  le  plan  vertical,  un  angle 
de  45°,  une  ligne  de  front  fait  avec  le  plan  horizontal,  un 
angle  de  45°.  Quel  est  l'angle  des  deux  droites  ? 

14°  Déterminer  l'angle  de  la  ligne  de  terre  avec  un  plan. 

15°  Déterminer  l'angle  d'une  droite  avec  le  second  plan 
bissecteur. 

16°  Déterminer  l'angle  d'un  plan  avec  le  second  plan 
bissecteur. 

17°  Déterminer  la  trace  verticale  d'un  plan  connaissant  la 
trace  horizontale  et  l'angle  de  ce  plan  avec  la  ligne  de  terre. 

18°  Déterminer  un  plan,  connaissant  sa  trace  horizontale 
et  les  angles  qu'il  fait,  avec  les  deux  plans  de  projection. 
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19°  Déterminer  les  points  équidistants  des  3  faces  du  triè- 
dre  formé  par  les  deux  plans  de  projection  et  un  plan  quel- 
conque, trouver  sur  chaque  face  du  trièdre  le  lieu  géomé- 
trique des  projections  de  ces  points  équidistants. 

20°  Trouver  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  don- 
nées, parallèle  a  un  plan,  et  faisant  avec  le  plan  horizontal 
un  anole  donné. 

o 

21°  Mener  par  un  point  donné,  un  plan  dont  l'angle  des 
traces  est  donné  et  qui  fasse  des  angles  égaux  avec  les  deux 
plans  de  projection. 

GÉOxMÉTRIE    COTÉE 

Un  tétraèdre  est  défini  par  sa  base  qui  est  un  triangle 
horizontal,  par  la  projection  horizontale  de  son  sommet  et 
la  cote  de  ce  sommet,  par  rapport  au  plan  de  la  base  :  on 
demande 

22°  L'angle  de  deux  arêtes. 

23°  L'angle  dièdre  de  deux  faces  et  leur  plan  bissecteiir. 

24°  L'angle  d'une  arête  avec  la  face  adjacente. 
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152.  Un  polyèdre  est  un  corps  solide  limité  par  des 
laces    planes. 

Une  surface  n'existe  que  comme  limite  d'un  corps  solide, 
nous  n'admettons  pas  la  conception  de  surfaces  sans  épais- 
seur, les  corps  solides  que  nous  considérons  sont  toujours 
pleins  et  opaques. 

Quand  on  représente  un  polyèdre  par  ses  deux  projec- 
tions, il  y  a,  en  général,  sur  chaque  projection  des  arêtes 
vues  et  des  arêtes  cachées.  Les  considérations  suivantes 
permettent  de  les  déterminer. 

153.  1°  Visibilité  d'un  point  par  rapport  à  un  plan  limi- 
tant un  corps  solide  (fig.  112).  Figurons  l'angle  formé  par 
les  2  plans  de  projection  V  et 
H;  un  plan  P  limitant  un  corps 
solide  qui  est  placé  du  côté  de 
ce  plan  indiqué  par  les  hachures 
et  un  point  A.  S'il  s'agit  de  la 
projection  horizontale, le  point  A 
est  regardé  par  un  observateur 
placé  à  l'infini  sur  la  perpendi- 
culaire au  plan  horizontal  (2), 
la  projection  est  a,  le  rayon  visuel  Ka  est  vertical.  Ce  rayon 
perce  le  plan  au  point  a,  donc  l'observateur  voit  d'abord 
le  point  A,  plus  loin  sur  le  même  rayon  est  le  point  a,  le 
point  A  sera  vu  sur  la  projection  horizontale.  Ainsi  on 
mènera  par  le  point  donné  une  verticale,  on  construira  le 
point  de  rencontre  de  cette  verticale  avec  le  plan.  Si  le 
point  donné  a  une  cote   phis   giande   que   la    cote   du   point 


Fig.  112. 
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du  plan,  la  projection  horizontale  du  point  sera  ç>ue.  Si 
le  point  était  en  A^,  la  cote  étant  inférieure  à  la  cote  du 
point  du  plan  situé  sur  la  même  verticale,  la  projection 
horizontale  du  point  serait  cachée. 

On  fera  le  même  tracé  pour  la  projection  verticale,  le 
spectateur  étant  placé  à  l'infini  sur  une  perpendiculaire  au 
plan  vertical,  le  rayon  visuel  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical sera  Aa';  il  coupe  le  plan  P  au  point  [3.  Situé  en  avant 
du  point  A,  c'est-à-dire  ayant  un  éloignement  plus  grand 
que  l'éloignement  du  point  A,  la  projection  verticale  a  sera 
cachée.  Nous  pouvons  traduire  ces  constructions  par  une 
épure  (fig.  113).  Le  plan  est  défini  par  les  deux  droites  ab, 
ah'  et  <2c,  a'c  .  Ce  plan  limite  un  solide  placé  au-dessous  de 
lui,  c'est-à-dire  que  sur  une  même  verticale  le  point  du  plan 
est  au-dessus  de  tous  les  points  du  solide;  prenons  un  point 

d^  d!  qui  n'est  pas  dans  le  plan, 
menons  la  verticale  de  ce  point  et 
cherchons  son  point  de  rencontre 
avec  le  plan,  c'est  le  point  du 
plan  dont  d  est  la  projection  ho- 
rizontale (37). 

Nous  imaginons  dans  le  plan 
une  droite  dont  la  projection  ho- 
rizontale passe  par  le  point  d\ 
ï>o\\  deh  cette  projection  horizon- 
tale, la  droite  cherchée  aura  pour 
projection  verticale  h'è  coupant 
la  verticale  du  point  d  en  S'. 

La  cote  du  point  d,  d'  comptée 
à  partir  de  d'  est  plus  grande  que 
la  cote  du  point  du  plan  comptée  à  partir  de  3',  la  projection 
horizontale  d  est  vue. 

Menons  par  le  point  d,  d!  la  droite  de  bout  projetée  verti- 
calement en  d  et  cherchons  le  point  de  rencontre  de  cette 
ligne  de  bout  avec  le  plan,  c'est  le  point  du  plan  dont  la  pro- 
jection verticale  estf^';  nous  construisons  la  droite  du  plan 
dont  la  projection  verticale  est  dfg'  et  dont  la  projection 
horizontale  est  fi>^;  le  point  cherché  du  plan  a  sa  projec- 


Fig.  113. 
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tion  horizontale  en  8,  donc  l'éloigiiement  de  ce  point  est 
plus  grand  que  l'éloignement  du  point  d,  d' .  La  projection 
verticale  d'  est  cachée. 

154.  2o  Deux  droites  ah^  a'h'  et  cd,  c'd',  supposées  maté- 
rielles, sont  données  par  leurs  projections.  Examiner  pour 
chaque  projection  quelle  est  celle  des  deux  droites  qui  est 
placée  soit  en  avant,  soit  au-dessus  de  l'autre  (fig.  114). 

Les  deux  droites  données  ont  pour  projection  ah,  a'b'  et 
cd,  c'd' \  elles  ne  se  coupent  pas;  car  les  points  de  rencontre 
des  projections  ne  sont  pas  sur  une  projetante.  Les  projec- 
tions horizontales  se  croisent  au  point 
e,  qui   est  la  projection  horizontale 
de  deux  points  dont  les  projections 
verticales  sont  e    et  è ^  ;   la   cote  du 
point  projeté  en  e'  et  qui  appartient 
à  la  droite  AB   est  plus  grande  que 
la  cote  du  point  de  la  droite  CD  pro- 
jetée en  d ^  c'est  la  droite  AB  qui  est 
au-dessus  de  la  droite  CD. 

Les  projections  verticales  se 
croisent  au  point  f  projection  ver- 
ticale de  deux  points  dont  les  projections  horizontales 
sont  f  f^,  le  point  de  la  droite  CD  projeté  en  /'a  un  éloi- 
gnement  plus  grand  que  le  point  de  la  droite  AB  projeté 
en  f^,  la  droite  CD  est  en  avant  de  la  droite  AB  par  rapport 
au  plan  vertical. 

155.  Application  à  un  octaèdre  (fig.  115).  — 
Nous  allons  constituer  un  octaèdre,  solide  compris  sous 
8  faces  planes  triangulaires  de  la  manière  suivante  : 

Nous  déterminons  d'abord  un  quadrilatère  plan  en  pre- 
nant deux  droites  qui  se  coupent  et  dont  les  projections  sont 
ac,  a'c  et  bd,  b'd' ;  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  sont 
a,a  —  b,b'  —  c,c'  —  d,d'. 

Nous  menons  par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites 
une  ligne  ef]  e'f  par  laquelle  nous  prenons  les  deux  points 
^><?'  —  f4' '  Nous  joignons  chacun  de  ces  points  aux  quatre 
sommets  du  quadrilatère.  Nous  formons  aijîsi  huit  plans. 
KAB,  EBC,  ECD,  EDA;  FAB,  FBC,  FCD,  FDA. 
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Pour  ne  pas  compliquer  la  figure,  nous  n'avons  pas  tracé 
les  deux  lignes  AC  et  BD  qui  ne  serviraient  plus  clans  le 
reste  de  l'épure,  pas  plus  que  la  ligne  EF. 


Fig.  115. 


Nous  vouîous  représenter  les  projections  du  solide  com- 
piis  sous  ces  huit  plans  : 

D'abord  il  est  évident  qu'un  solide  est  toujours  limité  par 
des  lignes  vues  qui  forment  son  contour,  nous  pouvons  sur 
chaque  projection  indiquer  par  des  traits  pleins   les  cou- 


tours  du  solulc;  ainsi  sur  la  projection  horizontale  le  contour 
csl/aec/';  sur  la  projection  verticale,  le  contour  est/' a'e'c'/"'. 

Considérons  pour  la  projection  horizontale  le  sommet 
projeté  en  d;  il  se  projette  à  l'intérieur  de  la  projection  de 
la  face  BEC,  et  cherchons  s'il  est  au-dessus  ou  au-dessous  de 
cette  lace;  suivant  la  construction  indiquée  (128),  nous 
menons  la  verticale  de  ce  point  et  nous  cherchons  le  point 
de  rencontre  de  cette  verticale  avec  le  plan;  pour  cela, 
nous  traçons  dans  le  plan  la  droite  dont  la  projection  hori- 
zontale est  gdfi,  la  projection  verticale  est^'A';  le  point  du 
plan  projeté  enc?  a  sa  projection  verticale  en  o';  ce  point  a 
une  cote  supérieure  à  la  cote  du  point  d,  d' . 

La  projection  horizontale  d  est  cachée.  Donc  les  lignes 
qui  partent  de  ce  point  D  auront  leurs  projections  horizon- 
tales cachées;  ainsi  la  ligne  projetée  en  de  ne  coupe  le  plan 
de  la  face  BCE  qu'au  point  E  ;  c'est  seulement  à  partir  de 
ce  point  que  la  droite  DE  qui  est  en-dessous  de  la  face  au 
point  D  traverserait  la  face  pour  passer  au-dessus  et  deve- 
nir vue;  de  est  cachée  et  de  même  de,  da,  df. 

Considérons  le  sommet  projeté  en  b  à  l'intérieur  de  la 
face  AFD  ;  faisons  la  même  recherche  au  moyen  de  la  droite 
kl,  k'I'  ;  le  point  de  la  face  AFD  projeté  enb  a  sa  projection 
verticale  en  p'  dont  la  cote  est  plus  faible  que  la  cote  du 
point  B,  la  projection  horizontale  h  est  vue,  et  les  lignes  qui 
partent  de  ce  point  B  ont  leurs  projections  horizontales 
vues. 

(On  a  fait  la  convention  de  représenter  les  lignes  cachées 
par  une  suite  de  points  ronds  noirs  égaux  et  également 
espacés.) 

Nous  ferons  la  même  recherche  pour  la  projection  verti- 
cale. Mais  nous  pouvons  aussi  considérer  le  point  m'  où  se 
croisent  les  projections  verticales  des  deux  arêtes  projetées 
en  c'd'  et  h'e'.  Ce  point  est  la  projection  verticale  de  deux 
points  dont  les  projections  horizontales  sont  m  et  m^  ;  donc 
la  droite  CD  est  par  rapport  au  plan  vertical  en  avant  de  la 
droite  BE,  et  comme  la  droite  BE  aboutit  à  un  point  E  du 
plan  CDE,  du  moment  où  elle  a  un  point  projeté  en  m'  der- 
rière  le   plan  elle  y  est  tout  cuticre  ;   de'  est  vu,   b'e    est 
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caché.  Dès  lors  toutes  les  lignes  partant  du  point  D  ont 
leurs  projections  verticales  vues;  toutes  les  lignes  partant 
du  point  B  dont  la  projection  verticale  est  cachée  ont  leurs 
projections  verticales  cachées. 

156.  Prisme.  —  Considérons  en  particulier  le  cas 
d'un  prisme  dont  la  base  est  dans  un  plan  P'  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  (fig.  116).  La  base  a  pour  projection 
horizontale  ahclc.  Le  contour  extérieur  est  formé  par  les 
deux  côtés  projetés  en  ab,  hd,  et  par  les  projections  des 
arêtes  partant  des  points  projetés  en  d  et  a. 

Le  point  b'  est  la  projection  verticale  de  deux  points  dont 

les  projections  ho- 
rizontales sont  b  et 
P  et  b'h\  est  en 
mêmetemps  la  pro- 
tection de  l'arête 
du  point  B  et  d'une 
parallèle  menée 
par  le  point  ,3^'  et 
dont  la  projection 
horizontale  est|3i3i  ; 
tous  les  points  de 
cette  parallèle  ont 
des  éloignements 
plus  grands  que  les 
points  de  l'arête  B, 
elle  est  en  avant  de  B,  la  projection  verticale  de  l'arête  B 
est  cachée. 

On  verra  de  même  que  la  projection  verticale  de  l'arête 
C  est  vue. 

Quant  à  la  projection  horizontale,  considérons  l'arête  B 
dont  la  projection  horizontale  est  bb^\  hb^  est  la  projection 
horizontale  d'une  droite  située  dans  la  face  CD  et  dont  les 
projections  sont  oâ,  et  o'o\,  l'arête  B  est  au-dessus  de  cette 
droite,  sa  projection  horizontale  est  vue. 

Du  reste,  il  est  évident  que  cette  arête  est  au-dessus  du 
plan  P',  donc  au-dessus  de  CD;  donc  la  projection  horizon- 
tale de  CD  doit  être  cac/iée    Le  point  projeté  en  c  est  caché, 


Fig.  116. 
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donc  la  projection  hoiizonlule  de  l'arètc  qui  passe  par  ce 
point  est  cachée. 

157.  Pyramide  (fig.  117).  —  La  base  de  la  pyra- 
mide est  le  quadrilatère  siliié  dans  le  plan  P'  i)erpendicu- 
laire  au  plan  vertical 
projeté  suivant  badc, 
0  a  de  .  --<.     g, 

Après  avoir  tracé 
les  contours  ifus,  nous 
voyons  que  les  pro- 
jections verticales  des 
arêtes  SA  et  SD  sont 
vues  parce  que  ces 
arêtes  sont  en  avant 
]iar  rapport  aux 
droites  du  plan  SBC 
projetées     horizonta-  Pi.r^  117 

le  ment  en  Sa  et  SB  et 
qui  ont  les   mêmes   projections  verticales   que   SA  et  SI). 

Par  la  même  raison  que  dans  le  prisme,  la  projection 
horizontale  de  l'arête  SB  est  vue,  et  la  projection  horizon- 
tale de  l'arête  SD  est  cachée 

158.  Construire  les  points  de  rencontre  d'nne 
droite  et  d'un  polyèdre  (fig.  115).  Nous  considérons 
le  polyèdre  dont  nous  avons  précédemment  (155)  tracé  les 
projections  et  la  droite  dont  les  projections  sont  xy  eix'y'. 

Nous  allons  chercher  les  points  où  cette  droite  traverse 
les  faces  du  polyèdre  en  appliquant  la  construction  de  l'in- 
tersection d'une  droite  avec  un  plan  défini  par  deux  droites 
(58).  Evidemment  nous  ne  nous  occuperons  que  des  faces 
dont  les  deux  projections  sont  traversées  par  les  projec 
tions  de  la  droite.  Prenons  la  face  ADF,  nous  considérons 
le  plan  de  cette  face  comme  déterminée  par  les  deux  droites 
AF  et  DP.  Nous  prenons  comme  plan  auxiliaire  le  plan  pro- 
jetant verticalement  la  droite  et  dont  tous  les  points  sont 
projetés  sur  x'y' .  La  droite  fa' ,  fa  perce  ce  plan  au  point 
Il  ,11,  la  droite  fd',  fd  peice  ce  plan  au  point  o  ,  o,  l'inter- 
section du  pliiu   auxiliaire  avec   ''^    plan  duuué  ADF  a  pour 
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projection  horizontale  no   qui  ne  coupe  pas  xy  :  la  tL'oitc 
ne  coupe  pas  la  face. 

Prenons  la  face  adjacente  FDC  déterminée  par  les  deux 


Fig.  115. 


droites  DF  et  DC.  Le  plan  auxiliaire  considéré  coupe  F.D 
au  point  o' ,o  déjà  obtenu  et  DC  au  point  y/ ,y;;  l'inlerseclion 
du  plan  auxiliaire  avec  le  plan  FDC  se  projette  suivant  op 
qui  ne  rencontre  pas  .r?/  :  la  droite  ne  coupe  pas  la  face. 
Pjeiions  la  face  adjacente    DCE,  déterminée    par  les   deux 
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droites  DC  et  CE,  le  même  plan  auxiliaire  donne  une  in- 
tersection projetée  en  pq  qui  coupe  xy  au  point  u  qui  est 
la  projection  horizontale  d'un  des  points  cherchés  et  dont 
la  projection  verticale  est  u  .  Prenons  la  face  adjacente 
CEB  déterminée  par  CE  et  EB,  le  même  plan  auxiliaire  la 
coupe  suivant  la  droite  projetée  en  r//- qui  ne  rencontre  pas 
xy.  La  droite  ne  coupe  pas  la  face.  Prenons  la  (ace  adja- 
cente BEA  déterminée  par  les  deux  droites  BE  et  BA.  Le 
même  plan  auxiliaire  la  coupe  suivant  la  droite  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  rs  qui  coupe  xy  au  point  t,  projec- 
tion horizontale  du  second  point  de  rencontre  de  la  droite 
et  du  polyèdre  et  dont  la  projection  verticale  est  t' .  Prenons 
enfin  la  face  adjacente  BAF  déterminée  par  les  deux  droites 
BA  et  AF,  le  même  plan  auxiliaire  la  coupe  suivant  la 
droite  dont  la  projection  horizontale  est  sn  qui  ne  ren- 
contre pas  xy  :  la  droite  ne  coupe  pas  cette  face. 

En  résumé  nous  avons  construit  l'intersection  du  polyèdre 
par  le  plan  qui  projette  verticalement  la  droite  donnée.  Ce 
[)lan  a  coupé  le  polyèdre  suivant  un  polygone  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  nopqrsn  ;  la  droite  rencontre  ce 
polygone  en  deux  points  projetés  en  t,  i  et  en  ?/,  u'  qui 
^oiit  les  points  cherchés. 

159.  Visibilité  de  la.  droite.  —  Supposons  cette 
droite  matérielle  et  cherchons  à  représenter  ses  projections. 
11  est  évident  que  si  la  droite  perce  le  polyèdre  en  un  point 
situé  dans  une  face  vue,  la  droite  sera  vue  jusqu'à  ce  point, 
tandis  que  si  la  droite  perce  le  polyèdre  en  un  point  situé 
dans  une  face  cachée,  le  polyèdre  se  projette  sur  la  droite 
et  la  cache.  La  partie  intérieure  au  solide  sera  toujours 
cachée 

Ainsi  prenons  la  projection  horizontale  :  le  premier 
point  d'intersection  en  partant  du  point  xx  se  projette  au 
point  t  qui  est  dans  la  face  ABE  dont  la  projection  hori- 
zontale est  vue;  la  projection  de  la  droite  est  vue  jusqu'au 
l^oint  t\  la  partie  comprise  entre  t  et  u,  projection  de  la 
[jortion  de  la  droite  intérieure  au  polyèdre  est  cachée.  Mais 
le  second  point  d'intersection  //,  u  se  trouve  dans  la  face 
CDE  dont   la   projection   horizontale  est  cachée:  la  {)r()jec- 
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tion  se  trouve  cachée  jusqu'au  point  6  où  elle  cesse  d'être 
recouverte  par  la  projection  du  polyèdre. 

Pour  la  projection  verticale,  nous  ferons  une  recherche 
analogue,  la  face  ABE  qui  contient  le  point  T'a  sa  projec- 
tion verticale  cachée,  car  les  deux  côtés  projetés  en  aU  et 
h'e'  sont  cachés,  la  projection  verticale  de  la  droite  cesse 
d'être  vue  à  partir  du  point  n  ;  le  second  point  U  est  dans 
la  face  DCE  dont  la  projection  verticale  est  vue,  car  les 
trois  côtés  sont  vus;  la  projection  verticale  de  la  droite  est 
vue  à  partir  du  point  ii  . 

160.  Cas    particiiliei*    «le    l'Intersection    d'iiue 
droite   et  d'une  pyramide.  —  Nous  allons  expliquer 
la   construction    sur   une    figure    dans    l'espace,  sans   faire 
l'épure  qui  est  très  facile  h  réaliser  (fig.  118).  Nous  repré- 
sentons    une     pyra- 
mide SABCD  dont  la 
base  ABÇD  est  dans 
un    plan    P     et     une 
droite  EF.  Nous  allons 
employer  comme  plan 
auxiliaire  un  plan  pas- 
sant par  la  droite  EF 
et  par  le  sommet  de 
la  pyramide  ;  ce  plan 
coupera  les  faces   de 
p.     ..o  la    pyramide    suivant 

des  droites  passant 
par  le  sommet;  pour  obtenir  ces  droites  nous  cherchons 
l'intersection  du  plan  auxiliaire  avec  le  plan  de  la  base  :  la 
droite  EF  perce  ce  plan  au  point  E,  par  exemple,  il  nous 
fnut  une  seconde  droite  de  ce  plan  auxiliaire  ;  nous  pouvons 
joindre  le  point  S  à  un  point  quelconque  de  la  droite  ou 
mener  par  le  sommet  S  une  parallèle  SG  à  la  droite  ;  cette 
parallèle  SG  perce  le  plan  P  au  point  G.  L'intersection  du 
pion  auxiliaire  avec  le  plan  de  la  base  est  GE,  qui  rencontre 
la  base  aux  points  H  et  K  qui  sont  bien  deux  points  de  l'in- 
tersection du  plan  auxiliaire  avec  la  pyramide;  en  joignant 
ces  deux  points  au  sommet  S  nous  aurons  les  droites  auxi- 
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lîaires  SH  et  SK  suivant  lesquelles  le  plan  auxiliaire  coupe 
les  faces  de  la  pyramide,  et  elles  rencontrent  la  ligne  EF 
aux  points  cherchés  L  et  M. 

Nous  avons  encore  figuré,  suivant  les  règles  que  nous 
avions  appliquées  dans  le  cas  précédent,  les  parties  vues 
et  cachées  de  la  droite. 

Remarque  :  Cette  méthode  beaucoup  plus  simple  que  la 
méthode  générale  (158)  est  la  seule  applicable  à  l'intersec- 
tion d'une  droite  avec  un  cône.  Un  cône  est  une  pyramide 
qui  a  pour  base  une  courbe  ;  le  même  tracé  s'appliquera 
absolument;  tandis  qu'on  ne  pourrait  employer  un  plan 
projetant  de  la  droite,  ce  plan  couperait  le  cône  suivant 
une  courbe  qu'il  faudrait  construire  par  points  et  dont  les 
points  de  rencontre  avec  la  droite  ne  pourraient  pas,  en 
général,  être  obtenus  géométriquement  et  exactement. 

161.  Projections  cylindriques  et   coniques.  — 

Imaginons  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite, 
plan  projetant  ou  autre  ;  ce  plan  coupera  la  surface  suivant 
un  polygone  ou  une  courbe  selon  que  la  surface  sera  une 
pyramide    ou    un    cône,    et    nous 

devrons  prendre  les  points  de  ren-  ~.,^        ,^  / 

contre  de  la  droite  avec  cette  section.  /        /        / 

Si  nous  projetons  sur  un  plan  quel-     \?       7        /      /\ 
conque  la    droite   et  la   section,   le       \        /        /        /     \ 
point  de  rencontre  se  projettera  au        \     ^—-.J,.,.-^'^        \ 
point  de  rencontre  des  projections.  \  _\ 

Nous    pouvons    projeter    une    ligne  j^ — ' ^ 

sur  un  plan  de  plusieurs  manières;  " 

soit  en  menant  par  tous  les  points  de  la  ligne  des  parallèles 
à  une  direction  constante  et  en  prenant  les  points  de  ren- 
contre de  toutes  ces  parallèles  avec  le  plan  (fig:  110);  nous 
obtiendrons  ainsi  une  projection  prismatique  ou  cylindrique 
dont  la  projection  orthogonale  est  un  cas  particulier. 

Si  la  ligne  ABC  est  supposée  matérielle,  ayant  une  épais- 
seur, si  la  direction  constante  est  la  direction  de  rayons 
lumineux  parallèles  comme  les  rayons  solaires,  la  projec- 
tion abc  aéra  l'ombre  au  soleil  de  ABC. 

Au  contraire  nous  pouvons  joindre;  tous  les  points  de    la 
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ligne  à  un  point  fixe  S  et  prendre  les  points  de  rencontre 
des  droites  ainsi  obtenues  avec  le  plan  P  (fig.  120).  Nous 
obtiendrons  ainsi  une  projection  pyramidale  ou  conique  de 

la  licrne  sur  le  plan  P,  et  cette 

y^l\  projection  abc  sera  l'ombre  au 

^^^C^JV'  flambeau  de  la  ligne  ABC. 

^j      ~y^  I     V — V  Dans  une  pyramide  ou  dans  un 

\  4^  \   \         cône,    si   l'on    projette    par    des 

\      ^^~~-~^^^  y^''    \        droites   passant    par   le    sommet 

\  ^^"~^  \      des  lignes  tracées  sur  la  surface, 

'^ — Z_J     ces  droites  reproduiront  la  sur- 

'^'    '  '  face  de  la  pyramide  ou  du  cône, 

et  la  projection  de  la  ligne  sur  le  plan  de  la  base  sera  la 
base  elle-même.  En  menant  un  plan  par  la  droite  EF  et  le 
sommet,  on  construit  un  plan  projetant  la  droite  par  des 
projetantes  passant  au  point  S.  GE  est  la  projection  conique 
de  la  droite.  Les  points  H  et  K  sont  les  projections  des 
points  de  rencontre  de  la  droite  avec  une  ligne  quelconque 
obtenue  en  coupant  la  surface  par  un  plan  mené  par  la 
droite.  Nous  ramenons  ces  points  sur  la  droite  par  les  pro- 
jetantes HS  et  KS.  Cette  manière  d'expliquer  la  construction 
que  nous  avons  faite  (160)  généralise  la  solution  et  cette 
même  construction  par  projection  conique  se  retrouve  dans 
un  certain  nombre  de  questions  d'intersection  de  surfaces 
et  d'ombres  au  flambeau. 

162.  Intersection  d'une  droite  et  d'un  prisme. 
—  Nous  figurons  encore  (fig.  121)  un  prisme  ayant  pour 
base  dans  le  plan  P  le  polygone  ABCD  et  la  droite  EF. 

Nous  allons  employer  comme  plan  auxiliaire  un  plan 
passant  par  la  droite  et  parallèle  aux  arêtes  du  prisme;  il 
coupera  les  faces  du  prisme  suivant  des  parallèles  aux 
arêtes.  Nous  déterminons  ce  plan  en  menant  par  le  point  F 
de  la  droite  une  parallèle  FG  aux  arêtes  du  prisme.  La 
droite  EF  perce  le  plan  P  au  point  E,  la  droite  FG  perce  le 
plan  P  au  point  G;  EG  est  l'intersection  du  plan  auxiliaire 
avec  le  plan  de  la  base  et  rencontre  la  base  aux  points  H 
et  K  qui  appartiennent  à  l'intersection  du  plan  et  du 
prisme;  cette  intersection  se  compose  des  deux  pi:r;dlèles 
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;\iix   arôtes   HL  et   KM    qui  déterminent    sur   la   droite   les 
deux  points  cherchés  ^I  et  N. 

Nous  avons  encore  figuré  les  parties  vues  et  cachées  de 
la  droite. 

Remarques  :  1°  Cette  construction  est  une  conséquence 
de  la  précédente:  un  prisme  est  une  pyramide  dont  le 
sommet  est  à  l'infini,  nous  déterminons  un  plan  passant 
par  la  droite  et  le  som- 
met de  la  pyramide  en 
joignant  un  point  de  la 
droite  au  sommet  à 
l'infini  de  la  pyramide. 
Donc  nous  sommes  con- 
duits à  mener  par  un 
point  de  la  droite  une 
parallèle  aux  arêtes  du 
prisme. 

2°  Cette  construction 
est  la  seule  applicable 
pour  les  raisons  que  nous  avons  données  précédemment  à 
la  recherche  des  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un 
cylindre  qu'on  peut  regarder  comme  un  prisme  ayant  pour 
base  une  courbe; 

3°  Nous  pouvons  expliquer  cette  construction  comme 
une  conséquence  de  la  projection  prismatique  du  cylin- 
drique. La  base  serait  la  projection  de  la  section  du  prisme 
par  un  plan  passant  par  la  droite,  les  projetantes  étant  paral- 
lèles aux  arêtes  du  prisme,  EG  serait  Ja  projection  de  la 
droite  faite  de  la  même  manière,  H  et  K  seraient  les  projec- 
tions des  points  de  rencontre  cherchés  qu'on  ramènerait  sur 
la  droite  par  des  projetantes  parallèles  aux  arêtes. 

163.  Section  pla,ike  d^iiii  polyèdre  c|iielcoii<iuo. 
—  On  peut  chercher  les  points  où  les  arêtes  du  polyèdre 
percent  le  plan  sécant,  ces  points  sont  les  sommets  du 
polygone  intersection  du  polyèdre  par  ce  plan;  cette  cons- 
truction peut  se  faire  directement  ou  bien  on  peut  amener 
le  plan  sécant  à  être  perpendiculaire  à  un  plan  de  projection 
pour  obtenir  plus  facilement  ces  points  de  rencontre. 
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On  peut  aussi  construire  les  intersections  des  différentes 
laces  du  polyèdre  avec  le  plan  sécant. 

Ces  tracés  peuvent  être  plus  ou  moins  longs  et  difficiles, 
mais  ne  constituent  pas  des  méthodes  régulières  comme 
celles  qu'on  peut  employer  lorsque  le  polyèdre  est  une 
pyramide  ou  un  prisme. 

164.  Section  plane  d'une  pyramide  (fig.  122).  — 
Nous  allons  d'abord  expliquer  la  construction  sur  une  figure 
dans  l'espace,  et  nous  traduirons  ensuite  cette  figure  en 
projection. 

Nous  considérons  une  pyramide  dont  le  sommet  est  le 
point  S  et  dont  la  base  est  un  triangle  ABC  situé  dans  un 
plan  P;  nous  voulons  construire  l'intersection  de  cette 
pyramide  par  un  plan  Q. 

Nous  allons  faire  passer  des  plans  auxiliaires  par  les 
différentes  arêtes  de  la  pyramide  et  nous  construirons  les 
intersections  de  ces  plans  auxiliaires  avec  le  plan  Q.  Il  faut 


Fig.  122. 


trois  conditions  pour  déterminer  un  plan.  Tous  les  plans 
auxiliaires  passant  par  le  sommet  de  la  pyramide,  puisqu'ils 
doivent  contenir  des  arêtes,  sont  seulement  assujettis  à 
une  condition  commune.  Ils  peuvent  occuper  en  tournant 
autour  du  sommet  une  infinité  de  positions  indépendantes 
les   unes    des   autres,   et   leur   déplacement   régulier   n'est 
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pas  fixé,  par  suite  la  génération  du  polygone  ou  de  la 
courbe  d'intersection,  s'il  s'agit  d'un  cône,  n'est  pas  dé- 
finie; au  contraire  en  faisant  passer  tous  les  plans  par  une 
nièiue  droite  menée  par  le  sommet,  nous  ne  laissons  plus 
qu'une  condition  arbitraire  et  les  plans  se  déplaceront 
en  tournant  autour  de  la  droite  d'une  manière  continue, 
c\o  manière  h  engendrer  le  polygone  ou  la  courbe  d'inter- 
section. 

Menons  par  le  sommet  S  la  droite  SLD  perçant  le 
plan  P  au  point  D,  le  plan  Q  au  point  L  ;  tous  les  plans 
passant  par  cette  droite  couperont  le  plan  P  suivant  des 
lignes  passant  par  le  point  D,  le  plan  Q  suivant  des  lignes 
•passant  par  le  point  L  et  les  intersections  d'un  même  plan 
auxiliaire  avec  les  plans  P  et  Q  se  croiseront  sur  la  ligne  EF 
comnuine  à  ces  2  plans. 

Ainsi,  nous  faisons  passer  un  plan  par  la  droite  SLD  et 
par  l'arête  SA.  La  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  P  sera  DAK, 
la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  Q  sera  LK  rencontrant  SA  au 
point  M. 

Le  plan  auxiliaire  passant  par  SB  aura  pour  trace  sur  le 
plan  P  la  ligne  DBG,  sur  le  plan  Q  la  ligne  GL  qui  coupe 
SB  au  point  R. 

Le  plan  auxiliaire  passant  par  SC  aura  pour  trace  sur  le 
plan  P  la  ligne  DCH,  sur  le  plan  Q  la  ligne  HL  qui  coupe 
SC  au  point  N. 

Nous  allons  réaliser  ce  tracé  dans  une  épure  (fig.  123). 

La  pyramide  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  H  le 
quadrilatère  dont  la  projection  est  abcd,  le  sommet  est  le 
point  ss'. 

Le  plan  sécant  est  donné  par  les  deux  droites  ef,  éf  et 
eg,  c'g   : 

1°  Nous  construisons  l'intersection  de  ce  plan  avec  le 
plan  de  la  base,  c'est  la  àroiie  fg',  fg;  2"  nous  menons  par 
.s,.s-'  une  droite  auxiliaire  et  pour  éviter  de  construire  son 
point  de  rencontre  avec  le  plan  sécant,  nous  la  faisons 
passer  par  le  point  e,e'  de  ce  plan;  la  droite  auxiliaire  a 
pour  projections  seh,  s'e'h'.  Sa  trace  sur  le  plan  H  de  la 
base  de  la  pyramide  est  le  point  h'h 
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Nous  allons  construire  la  projection  horizontale  de  l'in- 
tersection : 

Nous  menons  un  plan  auxiliaire  par  larète  SA,  sa  trace 
sur  le  plan  de  la  base  se  projette  suivant  liak,  sa  trace  sur 
le  plan  sécant  se  projette  suivant  ek  qui  coupe  la  projection 


Fi  T.  123. 


horizontale  sa  au  point  /  qui  est  la  projection  horizontale 
du  point  où  l'arête  SA  coupe  le  plan  sécant. 

Pour  l'arête  SB,  la  trace  du  plan  auxiliaire  sur  le  plan  H 
.de  la  base  se  projette  suivant  hhp,  sa  trace  sur  le  plan 
sécant  se  projette  suivant  pe  qui  coupe  sh  au  point  n  pro- 
jection du  point  où  SB  perce  le  plan  sécant. 

Pour  l'aièle  SC,  les  traces  du  plan  auxiliaire  sur  les 
plans  P  et  Q  se  projettent  suivant  hcq  et  eq  qui  reuconlie 
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se  an  point  /•,  projection  horizontale  du  point  où  SC  perce 
le  plan  sécant. 

La  même  construction  appliquée  à  l'arête  SD  fait  tracer 
les  deux  lignes  hdo  et  eo  et  lournit  le  point  d'intersection 
projeté  en  m. 

La  projection  horizontale  de  la  section  plane  cherchée 
est  Imrn. 

Nous  avons  appliqué  les  remarques  faites  précédemment 
à  la  distinction  entre  les  lignes  vues  et  les  lignes  cachées. 

Nous  prenons  les  projections  verticales  des  points  pro- 
jetés en  l,m,r,n  sur  les  projections  verticales  des  arêtes  et" 
nous  avons  la  projection  verticale  de  la  section  plane  en 
l  ni  .r' n  . 

165.  Épure.  —  Cette  méthode  permet  donc  de  cons- 
truire entièrement  la  projection  horizontale  de  l'intersec- 
tion, sans  employer  la  projection  verticale  autrement  que 
pour  obtenir  les  points  h  et  e,   et  nous  signalons  tout  de 
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Fig.  124. 


^    suite  cette  disposition  aux  lecteurs  :  toutes  les  fois  qu:e  l'oit 
fc     pourra  construire  entièrement  une  projection  sans  recourir 
à  l'autre,  on  ne  devra  pas  manquer  de  le  faire,  l'exéculion 
de  l'épure  est  plus  rapide,  moins  sujette  à  erreurs  que  si 
l'on  passe  continuellement  d'une  projection  à  l'autre. 
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Mais  une  difficulté  peut  se  présenter  dans  l'exécution, 
la  trace  d'un  plan  auxiliaire  sur  le  plan  de  la  base,  telle 
que  hc  peut  ne  pas  rencontrer  dans  les  limites  de  l'épure, 
la  droite  fg  intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  de  la 
base. 

Nous  représentons  une  projection  horizontale  (fig.  124) 
en  prenant  pour  base  de  la  pyramide  un  polygone  projeté 
en  abcd,  le  sommet  est  projeté  au  point  s,  et  nous  figurons 
la  projection  horizontale  de  la  droite  auxiliaire  seh,  les 
points  e  et  h  étant  obtenus  comme  précédemment,  projection  s 
des  points^  où  la  droite  perce  le  plan  sécant  et  le  plan  de 
la  base. 

Arête  SA  :  la  trace  du  plan  auxiliaire  sur  le  plan  de  la 
base  se  projette  suivant  hai,  la  trace  du  plan  auxiliaire  sur 
le  plan  sécant  se  projette  suivant  e/,  le  point  k  est  la  pro- 
jection horizontale  du  point  de  rencontre  de  l'arête  SA 
avec  le  plan  sécant. 

Arête  SB  :  les  traces  du  plan  auxiliaire  se  projettent 
suivant  hbl  et  el,  le  point  d'intersection  se  projette  en  jh. 
Mais  observons  que  la  droite  auxiliaire  est  arbitraire,  et 
que  nous  pourrions  considérer  la  droite  projetée  en  Sa 
comme  droite  auxiliaire  perçant  le  plan  de  la  base  au 
point  projeté  en  a  qui  remplacerait  le  point  h  et  le  plan 
sécant  au  point  projeté  en  k,  qui  remplacerait  le  point  e. 
Alors  le  plan  auxiliaire  passant  par  SB  aura  pour  trace  sur 
le  plan  de  la  base  la  droite  projetée  en  ahn,  pour  trace  sur 
le  plan  sécant  la  droite  projetée  en  kn  qui  rencontre  SB 
au  point  projeté  en  m. 

Arête  SC  :  Si  nous  voulions  employer  comme  droite 
auxiliaire  la  droite  projetée  en  Seh,  la  trace  du  plan 
auxiliaire  se  projetterait  en  hc  qui  ne  coupe  par  fg  dans  les 
limites  de  l'épure;  prenons  SB  comme  droite  auxiliaire.  Sa 
trace  sur  le  plan  de  la  base  se  projette  au  point  b  (qui  remplace 
le  point  h).  Sa  trace  sur  le  plan  sécant  se  projette  en  m  (qui 
remplace  le  point  e).  Donc  le  plan  auxiliaire  passant  par  S(] 
et  SB  a  pour  traces  sur  les  deux  plans  les  droites  projetées 
en  cbo  et  oDip  :  p  est  la  projection  horizontale  du  point 
cherché. 
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Arête  SD  :  Reprenons  comme  droite  auxiliaire  SA.  La 
trace  du  plan  auxiliaire  sur  le  plan  de  la  base  se  projette 
suivant  dac]  (le  point  a  remplaçant  le  point  h),  la  trace  sur  le 
plan  sécant  le  projette  suivant  qkr  (le  point  k  remplaçant  le 
point  e)  :  r  est  la  projection  horizontale  du  point  cherché. 

On  voit  donc  qu'en  employant  cette  méthode,  et  en  chan- 
geant successivement  la  droite  auxiliaire  suivant  la  dispo- 
sition des  arêtes  on  pourra  construire  tous  les  points  de  la 
section  plane  en  maintenant  toujours  les  constructions 
dans  le  cadre  de  l'épure. 

Remarque  :  Nous  faisons  observer  que  si  nous  prenons 
les  plans  de  projection  fixes,  la  ligne  H  représentant  la 
ligne  de  terre  (fig.  123),  nous  ne  changerons  rien  aux  tracés 
La  projection  verticale  ne  sert  en  effet  que  comme  projection 
auxiliaire  pour  donner  les  cotes  des  points  ss  et  ee  ,  et 
nous  aurions  défini  le  plan  par  les  deux  traces  qu'il  eût 
fallu  prendre  un  point  de  ce  plan  tel  que  le  point  ee  pour  y 
faire  passer  la  droite  auxiliaire. 

On  peut  utiliser  comme  droite  auxiliaire  la  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  menée  par  le  sommet  et  les  plans 
auxiliaires  seront  les  plans  qui  projettent  les  arêtes  sur  le 
plan  vertical;  il  faudra  chercher  le  point  de  rencontre  de 
celte  droite  de  bout  menée  par  le  sommet  avec  le  plan  sécant 
(fig.  125). 

Ainsi  :  la  base  de  la  pyramide  dans  le  plan  H  est  le 
polygone  dont  un  côté  se  projette  suivant  ab ;  le  sommet  est 
projeté  en  s,  s ,  le  plan  sécant  déterminé  par  les  deux 
droites  ef\  éf,  eg,  è g  coupe  le  plan  H  suivant  fg,  f  g  ■  La 
droite  de  bout  menée  par  s,  s  perce  le  plan  en  un  point 
projeté  en  j  et  que  nous  avons  obtenu  en  menant  par  S  une 
ligne  quelconque  s'^'A'que  nous  avons  considérée  comme  la 
projection  verticale  d'une  droite  du  plan  et  dont  la  projection 
horizontale  est  hk  (38).  Les  traces  de  tous  les  plans 
auxiliaires  sur  le  plan  de  la  base  sont  des  projetantes  telles 
que  a  al,  ^^Pl  '^^s  traces  de  ces  plans  auxiliaires  sur  le  plan 
sécant  se  projettent  suivant  l'j  et/?ff  et  nous  obtenons  sur  les 
projections  horizontales  des  arêtes  SA  et  SB  les  points  pro- 
jetés en  m  et /î. 


IGO 


GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


Mais  si  nous  voulions  employer  comme  droite  auxiliaire 
la  verticale  du  point  s,  s',  c'est-à-dire  prendre  comme  plans 
auxiliaires  les  plans  qui  projettent  horizontalement  les 
arêtes,  comme  la  projection  horizontale  du  point  de  ren- 
contre de  la  droite  auxiliaire  verticale  avec  le  plan  sécant 
serait  confondue  avec  la  projection  horizontale  du  sommet 
s,  nous  ne  pourrions  effectuer  la  construction  sans  employer 
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Fig.  125. 

la  projection  verticale;  les  deux  projections  devraient 
être  utilisées  simultanément,  ce  qui  est  un  inconvénient  au 
point  de  vue  de  l'exécution  de  l'épure. 

166.  Figures  hoiiiologiques*  —  Poncelet  a  appelé 
Figures  liomologiques  les  figures  tracées  sur  un  plan  lors- 
qu'elles se  correspondentpoint  par  point  et  droite  par  droite, 
de  manière  que  les  droites  qui  joignent  les  points  corres- 
pondants convergent  en  un  seul  -^o'xnX.  nommé  Centre  d'homo- 
logie  et  que  les  droites  correspondantes  se  croisent  sur  une 
même  droite  appelée  axe  d'homologie. 

Si  nous  considérons  dans  l'espace  une  pyramide  triangu- 
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Fig.  126. 


laire  coupée  par  un  plan  (fig.  126),  la  base  est  le  triaiio-le 
ABC  situé  dans  le  plan  P,le  sommet  esi  le  point  S  ;  le  plan 
SAB  coupe  le  plan  P  sui- 
■  ;int  ABE  et  le  plan  Q 
suivant  une  droite  telle 
que  ABE  ;  le  plan  SAC 
coupe  le  plan  P  suivant  la 
droite  ACF  et  le  plan  Q 
suivant  une  droite  A'C'F 
qui  passe  évidemment 
par  A'  et  par  F  et  qui 
coupe  se  au  point  C;  le 
plan  SCB  coupe  le  plan  P 
suivant  la  droite  CBD, 
et  son  intersection  avec 
le  plan  Q  doit  évidem- 
ment passer  par  les 
3  points  C'B'D. 

Si  nous  projetons  la  figure  située  dans  ce  plan  Q  sur  la 
plan  P,  la  projection  du  point  A'  et  le  point  A,  la  projec- 
tion du  point  B'  et  le  point  B,  la  projection  du  point  C  et 
le  point  C  seront  évidemment  sur  des  droites  concourant  en 
la  projection  du  point  S;  les  projections  des  lignes  A'B'E, 
C'B'D,  A'C'F  passeront  respectivement  par  les  points 
EDF  qui  sont  leur  propre  projection.  Donc  le  triangle 
ABC  et  la  projection  du  triangle  A'B'Cj  sont  deux  figures 
homologiques.  Le  centre  d'homologie  est  la  projection  du 
sommet  de  la  pyramide.  L'axe  d'homologie  est  l'intersection 
des  plans  des  deux  triangles. 

Nous  pouvons  donc  étendre  cette  propriété  à  une 
pyramide  quelconque  qu'on  décomposerait  en  pyramides 
triangulaires  et  dire  que  deux  sections  planes  d'une  pyra- 
mide se  projetteront  sur  un  plan  suivant  des  figures  homo- 
logiques. 

Or,  si  l'on  connaît  une  figure  plane,  le  centre  d  homo- 
logie,  l'axe  d'homologie  et  un  point  correspondant  à  un 
point  donné  de  la  figure,  on  peut  construire  la  figure  homo- 
logique. 

11 
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Ainsi  reprenons  la  figure  (124).  Nous  avons  la  figure 
plane  abcd,  et  le  point  h  appartenant  à  cette  première 
figure,  le  centre  d'homologie  s,  l'axe  d'homologie /^  inter- 
section des  plans  des  deux  sections  planes,  le  point  corres- 
pondant au  point  h  qui  est  le  point  e.  Nous  traçons  dans  la 
première  fi.gure  la  droite  hai,  la  droite  correspondante  de 
la  seconde  figure  est  ei,  le  point  correspondant  au  point  a 
est  sur  le  rayon  d'homologie  as;  c'est  donc  le  point  A.  Nous 
traçons  dans  la  première  figure  la  droite  abn,  la  droite 
correspondante  de  la  seconde  sera  kn  passant  par  le  point 
k  correspondant  au  point  a;  le  point  correspondant  au 
point  b  est  sur  le  rayon  d'homologie  bs,  c'est  le  point  m  et 
ainsi  de  suite.  Nous  pouvons  donc  expliquer  de  cette 
manière  le  tracé  que  nous  avons  fait  pour  la  projection 
horizontale  de  la  section  de  la  pyramide.  La  droite  auxiliaire 
au  lieu  d'être  une  droite  quelconque  passant  par  le  sommet 
de  la  pyramide  peut  être  une  arête  dont  on  construit 
d'abord  directement  le  point  de  rencontre  avec  le  plan. 
Nous  avons  préféré  prendre  une  droite  quelconque  pour 
expliquer  la  construction  afin  que  l'explication  puisse  s'ap- 
pliquer au  cas  où  l'on  voudrait  employer  les  plans  qui  pro- 
jettent les  arêtes  comme  plans  auxiliaires. 

167.  Centre  d'Iioniologie  à  Fiiiflni.  —  Le  centre 
d'homologie  peut  être  un  point  à  une  distance  infinie  dans 
une  direction  donnée.  Tous  les  rayons  d'homologie  seront 
parallèles  à  cette  direction. 

Les  points  correspondants  des  deux  figures  seront  tou- 
jours situés  sur  des  droites  parallèles,  et  les  droites  corres- 
pondantes des  deux  figures  se  couperont  toujours  sur  l'axe 
d'homologie. 

Nous  pourrons  appliquer  la  construction  des  figures  homo- 
logiques  à  la  projection  de  la  section  plane  d'un  prisme. 

168.  Section  plane  d'un  prisme*  —  Un  prisme  est 
défini  par  la  base  ABCD  dans  le  plan  P  (fig.  127)  et  les 
arêtes;  on  veut  construire  son  intersection  avec  un  plan  Q. 
L'intersection  des  deux  plans  P  et  Q  est  la  droite  EF.  Nous 
devons  faire  passer  des  plans  auxiliaires  pur  les  différentes 
arêtes  du   prisme,   nous  les   assujétirons  à  passer  par  une 
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m»"Mne  droite  parallèle  aux  arêtes  et  quelconque  (en  prin- 
cipe) soit  GH.  Le  motif  qui  justifie  l'emploi  d'une  droite 
auxiliaire  par  laquelle  on  fait  passer  les  plans  est  celui  que 
nous  avons  exposé  à  propos  de  la  section  plane  de  la  pyra- 
mide. Cette  droite  auxiliaire  coupe  le  plan  P  au  point  H,  le 
plan  Q  au  point  G. 

Nous  menons  le  plan  auxiliaire  par  l'arête  A  et  par  GII, 
la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  P  sera  HAK,  la  trace  de  ce 
plan  sur  le  plan  Q  sera  KG  rencontrant  l'arête  A  au  point 
L  ;  la  même  construction  pourra  s'appliquer  aux  autres 
arêtes,  et  par  consé- 
quent tout  le  tracé  se 
fera  comme  pour  la 
pyramide.  Ainsi  par 
le  plan  dont  la  trace 
est  HBM  nous  obte- 
nons le  point  N;  par 
le  plan  dont  la  trace 
est  HCX  nous  obte- 
nons le  point  O  ;  par 
le  plan  dont  la  trace 
est  HDR  nous  obte- 
nons le  point  S  ;  la 
section  est  NLSO. 
Mais  nous  pouvons 
encore  observer  que 
ON  et  BC  prolongés 
se  couperont  en  un 
point  U  sur  EF,  que 
AB  etNL  se  couperont 
en  un  point  T  sur  f!F  et  les  projections  de  ces  lignes  se 
coujioront  encore  sur  la  projection  de  EF. 

La  base  et  la  section  plane  du  prisme  se  projetteront 
donc  suivant  des  figures  homologiques  ;  l'axe  d'homologie 
étant  l'intersection  des  deux  plans,  les  rayons  d'homologie 
étant  parallèles  à  la  projection  horizQUtale  des  arêtes  du 
prisme,    au  lieu   de  concourir  au  sommet  de   la  pyramide. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  tracer  en   projection    cette 


Fig,  127. 
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iigure    que   nous   avons   tracée   dans   l'espace   comme    nous 
l'avons  fait  plus  haut  pour  la  pyramide. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  constructions  en  étu- 
diant les  questions  relatives  aux  ombres  portées 

DÉVELOPPEMENT  DES  POLYÈDRES. 

169.  Développement  d'iin  prisiue  (fig.  128).  — 
Nous  considérons  un  prisme  qui  a  pour  base  le  quadrilatère 
abcd,  a'b'c'd'  situé  dans  le  plan  H;  nous  avons  supposé  cjue 
les  arêtes  étaient  parallèles  au  plan  vertical,  et  on  devrait 
toujours  les  amener  dans  cette  position  par  un  changement 
de  plan  afin  d'obtenir  leurs  longueurs.  Nous  limitons  le 
prisme  par  un  plan  parallèle  au  plan  H  donnant  la  section 
efgh,  e'f'gli  égale  et  parallèle  à  la  base.  Nous  voulons  dé- 
velopper ce  prisme. 

Nous  devons  commencer  par  construire  une  section  droite, 
c'est-a-dire  une  section  par  un  plan  perpendiculaire  aux 
arêtes.  Ce  plan  sera  projeté  verticalement  suivar'^  ^ne  ligne 
P',  et  la  section  du  prisme  par  ce  plan  sera  le  polygone  klnni, 
k'I'n'm'  dans  lequel  les  longueurs  des  côtés  représentent  les 
distances  qui  existent  entre  les  arêtes  du  prisme. 

Les  longueurs  de  ces  arêtes  sont  d'ailleurs  données  par  la 
projection  verticale. 

Il  faut  d'abord  connaître  la  vraie  grandeur  de  la  section 
droite  pour  avoir  les  longueurs  des  côtés  qui  expriment  les 
distances  entre  les  arêtes,  et  pour  cela  nous  rabattons  le 
plan  P' sur  un  plan  de  fiont  quelconque,  autour  d'une  droite 
de  front  de  ce  plan;  nous  portons  par  exemple  à  partir  de 
P'  sur  les  arêtes  des  lonfjueurs  égales  aux  différents  éloi- 
gnements  des  points  comptés  à  partir  d'un  plan  de  front 
projeté  suivant  1111;  aussi  m'M^=^ixm,  «'N=3N...  La  vraie 
grandeur  de  la  section  droite  est  MNLK.  Construisons  la 
vraie  grandeur  de  la  face  projetée  en  baef. 

Nous  prenons  sur  la  ligne  P'  perpendiculaire  aux  projec- 
tions verticales  des  arêtes,  n'm^  =  NM  et  par  ni^  nous  menons 
la  parallèle  h^f^  que  nous  prenons  égale  à  //f  vraie  gran- 
deur de  l'arête   />/',    ///";  nous  prenons  w,/.-,  =  Ml\.  et  nous 
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traçons  c^£^^  =  c'g'  vraie  grandeur  de  l'arête...  et  de  môme 
pour  les  autres  faces.  La  figure  <i'f\gj>^e^a^d^rj>^a  est  le  dé- 
veloppement de  la  surface  extérieure  du  prisme. 

170.  Développement  criinepyraM»i<le  (fig.  129).  — 
Les  projections  de  la  pyramide  sont  Sabccl,  S'a'ù'c'.   La 

base  étant  dans  le  plan  horizontal  H. 

Nous  allons  construire  successivement  les  triangles  qui 
forment  les  faces  de  la  pyramide  en  cherchant  les  vraies 
grandeurs  de  leurs  trois  cotés. 

Nous  avons  supposé  dans  la  figure  pour  simplifier  le  tracé 
que  Tune  des  arêtes  est  de  front.  C'est  l'arête  Sa,  S'a  dont 
S'a'  est  la  vraie  grandeur. 

Construisons  le  triangle  SAC.  S'a  est  la  vraie  grandeur 
de  SA,  ab  est  la  vraie  grandeur  du  côté  de  la  base;  nous 
amenons  l'arête  Sb,  S7/  à  être  de  front  par  une  rotation  au- 
tour de  la  verticale  qui  passe  par  le  point  S,  S',  ses  projec- 
tions deviennent  S^,,  S'b\;  nous  pouvons  donc  construire 
en  S'a'B  la  vraie  grandeur  de  la  face. 

Construisons  le  triangle  SBC;  bc  est  la  longueur  de  la 
base,  nous  cherchons  la  longueur  de  Se  en  amenant  l'arête 
h  être  parallèle  au  plan  vertical  en  Sc^,  S'c\  et  nous  cons- 
truisons le  triangle  S'BC...  La  surface  de  la  pvramide  se 
développe  donc  suivant  S'^BCDA. 

171.  Développement  d*uu  polyèdre  quelcon- 
que. —  On  commence  par  chercher  la  vraie  grandeur 
d'une  face  qu'on  amène  par  des  rotations  ou  des  change- 
ments de  plans  à  être  parallèle  à  un  plan  de  projection  ;  on 
rabat  autour  des  arêtes  de  cette  face  toutes  les  faces  adja- 
centes. Chaque  face  rabattue  sert  à  .son  tour  de  base  pour 
le  rabattement  d'autres  faces  adjacentes  et  qu'on  construit 
en  vraie  grandeur,  par  exemple,  en  les  décomposant  en 
triangles  dont  on  détermine  les  3  côtés. 

INTERSECTION  DES  POLYÈDRES. 

172.  Méthode  générale  (fig.  130).  —  Nous  considé- 
rons deux  polyèdres  :  1°  Une  pyramide  dont  le  sommet  est 
le  point  ss'  et  dont  la  base  est  le  triangle  abc,  ab'c'.  2°  Un 
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prisme  dont  la  base  est  le  quadrilatère  defg,  d'e'f'g;  les 
arêtes  sont  parallèles  à  eE,  e'E'. 

Nous  cherchons  d'abord  le  point  où  une  arête  d'un  des 
polyèdres  perce  une  face  de  l'autre.  Ainsi  nous  prenons 
l'arête  Sa,  S'a';  nous  cherchons  son  intersection  avec  la  face 
du  prisme  qui  a  pour  directrice  fg,  f'g  • 

Nous  employons  comme  plan  auxiliaire  passant  par  l'arête 
le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  vertical,  il  coupe  l'arête  /, 
f  (nous  désignerons  désormais  chaque  arête  par  une  seule 
lettre,  celle  qui  appartient  au  sommet  de  la  base  par  lequel 
passe  l'arête)  au  point  A',  h,  l'arête  g^  g  au  point  f,  i\  donc 
l'intersection  du  plan  auxiliaire  avec  la  (ace  fg  (nous  désigne- 
rons désormais  chaque  face  par  les  lettres  qui  définissent  le 
côté  de  la  base  correspondant)  est  projetée  horizontalement 
suivant  fA  qui  rencontre  Sa  au  point  1,  projection  horizontale 
du  point  où  l'arête  Sa,  S'a'  perce  la  face  fg.  (Nous  ne  construi- 
rons pas  les  projections  verticales  des  points  d'intersection.) 

Raisonnement  :  1°  l'arête  Sa  perce  la  face  fg  au  point  1  ; 
l'arête  Sa  est  l'intersection  de  deux  faces,  nous  prenons 
l'une  de  ces  faces,  la  face  Sab  par  exemple  et  nous  cher- 
chons son  intersection  avec  la  face  fg;  le  point  1  est  un 
point  de  cette  intersection,  nous  en  obtiendrons  uq  second 
point  en  cherchant  le  point  de  rencontre  d'une  autre  arête 
de  la  face  Sab  avec  la  face  fg,  par  exemple  Sb  :  (si  l'on  avait 
à  opérer  sur  deux  polyèdres  quelconques  de  formes  plus 
compliquées  on  choisirait  dans  la  face  le  côté  le  plus  com- 
mode à  employer  pour  les  tracés). 

Cherchons  donc  le  point  de  rencontre  de  Sb  avec  la  (ace  fg. 

Nous  prenons  encore  pour  plan  auxiliaire  le  plan  debout 
passant  par  l'arête  et  qui  se  projette  verticalement  suivant 
S'b' .  (Nous  emploierons  toujours  ici  les  plans  qui  projettent 
verticalement  les  arêtes  parce  que  nous  ne  voulons  pas 
construire  la  projection  verticale,  et  que  nous  dégageons 
ainsi  la  projection  horizontale  qui  deviendra  plus  claire; 
mais  dans  la  pratique  on  devra  prendre  tantôt  les  plans  qui 
projettent  verticalement,  tantôt  les  plans  qui  projettent 
horizontalement  les  arêtes  selon  les  facilités  plus  ou  moins 
grandes  qu'ils  offriront  pour  la  construction.) 
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Le  plan  de-bout  dont  tous  les  points  se  projettent  sur  S'b' 
coupe  Tarête  /'au  point  y,  y"  et  l'arête  g  au  point  A',  k,  l'in- 
tersection des  deux  plans  a  pour  projection  horizontale  /'k 
qui  ne  rencontre  pas  Sb;  l'arête  ne  perce  pas  la  face;  mais 
si  l'on  suppose  le  plan  de  la  face  fg^  prolongé,  l'arête  Sb 
percera  le  plan  de  cette  face  au  point  dont  la  projection 
horizontale  est  a  situé  sur  le  prolongement  de  fk.  L'inter- 
section des  plans  des  deux  faces  Sab  et  fg  a  pour  projection 
horizontale  la,  mais  cette  intersection  au  point  de  vue  du 
polyèdre  n'est  utile  que  dans  l'étendue  des  deux  faces,  elle 
rencontre  l'arête  fan  point  projeté  en  2  qui  est  alors  le  point 
où  l'arête /perce  la  face  Sab. 

Désormais  le  raisonnement  va  recommencer  sous  la 
même  forme,  s'appliquant  tantôt  à  une  arête  du  prisme, 
tantôt  à  une  arête  de  la  pyramide. 

Nous  allons  le  reprendre  en  l'abrégeant  et  nous  l'avons 
résumé  et  synthétisé  dans  le  tableau  qui  est  à  la  fin  de  ce 
paragraphe. 

Raisonnement  :  2°  l'arête  /"perce  la  face  Sab  au  point  2, 
l'arête  /"est  l'intersection  de  deux  faces.  Nous  venons  d'em- 
ployer fg,  nous  prenons  la  face  fe  dont  nous  cherchons 
l'intersection  avec   Sab. 

Nous  avons  en  2  un  point  de  cette  intersection,  nous  en  ob- 
tiendrons un  second  point  en  prenant  le  point  de  rencontre 
d'une  autre  arête  de  la  face  fe,  e  par  exemple  avec  Sab. 

Nous  prenons  le  plan  de-bout  passant  par  e,  et  projeté 
verticalement  suivant  e'E',  il  coupe  Sa,  S'a'  au  point  l',  l  et 
Sb,  Sb'  au  point  m',  m.  La  projection  horizontale  Ini  ne 
coupe  pas  e;  mais  son  prolongement  détermine  sur  e  le  point 
P  projection  horizontale  du  point  où  l'arête  e  perce  le  plan 
prolongé  de  la  face  Sab;  la  ligne  2  —  ^  ^st  la  projection 
horizontale  de  l'intersection  des  plans  des  deux  faces.  Dans 
les  polyèdres  elle  n'existe  que  dans  l'étendue  des  faces, 
donc  jusqu'à  l'arête  Sb  qu'elle  coupe  au  point  projeté  en  3, 
qui  est  le  point  où  l'arête  Sb  perce  la  face  fe. 

Raisonnement  :  S"  l'arête  Sb  perce  la  face  fe  au  point  3. 

L'arête  Sb  est  l'intersection  de  deux  faces,  nous  venons 
d'employer  Sba,   nous  considérons  la  face  Sbc  dont   nous 
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cherchons  rintersection  avec  la  face  fe.  Nous  aA'ons  en  3  un 
point  de  cette  intersection,  un  second  point  nous  sera  donné 
par  le  point  de  rencontre  d'une  autre  arête  de  la  face  S/^c, 
Sr-  par  exemple  avec  la  face  fe. 

Le  plan  de-bout  passant  par  Se  et  projeté  suivant  S'c' 
coupe  les  arêtes/^!  f'  et  e,  e'  aux  points  o',  o  et  «'/?,  la  pro- 
jection horizontale  on  de  l'intersection  de  ce  plan  avec  le 
plan  e/"  prolongée,  coupe  Se  au  point  v;  l'intersection  du 
plan  SZ'e  avec  le  plan  prolongé  de  ef,  est  projetée  suivant 
3  —  Y  utile  jusqu'à  l'arête  e  qu'elle  coupe  au  point  projeté 
en  4  et  qui  est  le  point  de  rencontre  de  e  avec  Sèe. 

Raisonnement  :  4°  l'arête  e  du  prisme  perce  la  face  S/^e 
au  point  4. 

L'arête  e  est  l'intersection  de  deux  faces,  e/'que  nous  ve- 
nons de  considérer  et  ed ;  cherchons  l'intersection  de  la 
face  ed  avec  la  face  S/;c. 

Le  point  4  est  un  point  de  cette  intersection,  un  second 
point  nous  sera  donné  par  le  point  de  rencontre  d'une  autre 
arête  de  la  face  ed,  d  par  exemple,  avec  la  face  Sic. 

Le  plan  de-bout  représenté  par  la  projection  verticale  d 
coupe  les  arêtes  Si,  S' i' et  Se,  S'c' aux  points  projetés  en 
q  q,  etp',p  ;  la  projection  horizontale y;<y  prolongée  rencontre 
d  au  point  o  ;  l'intersection  du  plan  de  la  face  de  avec  le 
plan  prolongé  de  la  face  Sic  se  projette  suivant  4  — c  utile 
jusqu'à  l'arête  Si  qu'elle  coupe  au  point  projeté  en  5  et  qui 
est  le  point  de  rencontre  de  l'arête  Si  avec  la  face  de. 

Raisonnement  :  5°  L'arête  Si  perce  la  face  de  au  point  5. 

L'arête  Si  est  l'intersection  de  deux  faces,  Sic  que  nous 
venons  de  considérer  et  Sha,  cherchons  l'intersection  des 
faces  Sifl  et  de. 

Le  point  5  est  un  point  de  cette  intersection,  un  second 
point  nous  sera  donné  par  le  point  de  rencontre  d'une  autre 
arête  de  la  face  Sba,  Sa  par  exemple,  avec  la  face  de. 

Le  plan  de-bout  représenté  par  S'a'  coupe  les  arêtes  d,  d 
et  eé  aux  points  projetés  en  r\r  et  s',  s;  la  projection  hori- 
zontale /-s  prolongée  rencontre  Sa  au  point  e;  l'intersection 
du  plan  de  la  face  Sia  avec  le  plan  de  la  face  de  prolongée, 
se   projette    suivant   5  —  e  utile    jusqu'à   l'arête  d   qu'elle 
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coupe  au  point  projeté  en  6  et  qui  est  le  point  de  rencontre 
de  l'arête  (/  avec  la  face  S^a. 

Raisonnement  :  6°  L'arête  d  perce  la  face  Sha  au  point  6. 

L'arête  d  est  l'intersection  de  deux  faces,  de  que  nous 
venons  de  considérer  et  dg;  cherchons  l'intersection  des 
deux  faces  dg  et  Sba. 

Le  point  6  est  un  point  de  cette  intersection,  cherchons 
le  point  où  l'arête  g  perce  le  plan  Sba. 

Le  plan  de-bout  passant  par  l'arête  et  dont  tous  les  points 
sont  projetés  sur  g ,  coupe  les  arêtes  Sb,  S'b'  et  Sa,  S'a 
aux  points  projetés  en  t',  t  et  u  ,  u.  La  projection  horizon- 
tale tu  prolongée  coupe  g  au  point  6. 

L'intersection  du  plan  de  la  face  dg  avec  le  plan  prolongé 
de  la  face  Sba  se  projette  suivant  6  —  G  utile  jusqu'à  l'arête 
Sa  qu'elle  coupe  au  point  projeté  en  7  et  qui  est  le  point 
où  l'arête  Sa  perce  la  face  dg. 

Raisonnement  :  1"  L'arête  Sa  perce  la  face  dg  au  point  7. 

L'arête  Sa  est  l'intersection  de  deux  faces,  Sab  que  nous 
venons  de  considérer  et  Sac.  Cherchons  l'intersection  des 
deux  faces  dg  et  Sac. 

Le  point  7  est  un  point  de  cette  intersection,  cherchons 
le  point  où  l'arête  Se  perce  le  plan  dg. 

Le  plan  de-bout  passant  par  l'arête  et  représenté  par  S'c' 
coupe  les  arêtes  d^d  et  g,  g   aux  points  x,  x  ,  et  v' ,9. 

La  projection  horizontale  t^^r  prolongée  coupe  Se  au  point  X. 

L'intersection  de  la  face  Sac  avec  le  plan  prolongé  de  la 
face  dg  est  projetée  suivant  7  —  X  utile  jusqu'à  l'arête  d 
qu'elle  coupe  au  point  projeté  en  8  et  qui  est  le  point  où 
l'arête  d  perce  le  plan  Sac. 

Raisonnement  :  8°  L'arête  d  perce  la  face  Sac  au  point  8. 

L'arête  d  est  l'intersection  de  deux  faces,  dg  que  nous 
venons  de  considérer  et  de,  cherchons  l'intersection  des 
faces  Sac  et  de. 

Le  point  8  est  un  point  de  cette  intersection,  cherchons 
le  point  où  l'arête  e  perce  la  face  Sac. 

Le  plan  de-bout  mené  par  l'arête  et  représenté  par  sa 
projection  verticale  e  ,  coupe  les  arêtes  Sa,  S'a'  et  Se,  S'c'  aux 
points  /',  l  et  //',  ij^ 
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La  projection  horizontale  ly  coupe  l'arête  e  au  point  9. 

L'intersection  des  deux  faces  Sac  et  de  est  projetée  sui- 
vant 8  —  9. 

Raisonnement  :  9°  l'arête  e  perce  la  face  Sac  au  point  9. 

L'arête  e  est  l'intersection  de  deux  faces,  ed  que  nous 
venons  de  considérer  et  ef^  cherchons  l'intersection  des 
deux  faces  e/"et  Sac. 

Le  point  9  est  un  point  de  cette  intersection,  cherchons  le 
point  où  l'arête  /"perce  la  face  Sac. 

Le  plan  de-bout  mène  par  l'arête  /"et  représente  par  sa 
projection  verticale/",  coupe  Sa,  S'a'etSc,  Se' aux  points  c',  z 
et  w' ,  w,  la  projection  horizontale  zw  rencontre /"au  point 
10  projection  horizontale  du  point  de  rencontre  de  l'arête  / 
avec  hi  face  Sac. 

L'intersection  des  deux  faces  ef  et  Sac  est  projetée  sui- 
vant 9  —  10. 

Raisonnement  :  10°  L'arête /"perce  la  face  Sac  au  point  10. 

L'arête  /"est  l'intersection  de  deux  faces,,  efqne  nous  ve- 
nons de  considérer  et  f^^  cherchons  l'intersection  des  faces 
/i,'-  et  Sac. 

Le  point  10  est  un  point  de  cette  intersection,  un  second 
point  nous  sera  donné  par  le  point  de  rencontre  de  l'arête  if 
avec  la  face  Sac. 

Le  plan  de-bout  représenté  par  la  projection  verticale^' 
coupe  les  arêtes  Sa,  S'a'  et  Se,  S'c'  aux  points  t't,  et  (j.',[j,  ; 
la  projection  horizontale  ?;x  rencontre  g  au  point  tu  projec- 
tion horizontale  du  point  de  rencontre  de  l'arête  g  avec  ie 
plan  prolongé  de  la  face  Sac.  L'intersection  de  la  face  fg  et 
du  plan  prolongé  de  la  face  Sac  se  projette  suivant  t:  — 
10  utile  jusqu'à  l'arête  Sa  qu'elle  coupe  en  un  point  qui 
sera  le  point  de  rencontre  de  l'arête  Sa  avec  le  plan  fg,  par 
conséquent  le  point  1 . 

Le  polygone  est  donc  fermé. 

Nous  avons  résuiiK'  cette  construction  dans  le  tableau 
suivant  qui  indique  très  nettement  la  marche  des  tracés  et 
que  nous  engageons  toujours  à  dresser  quand  on  devra  cons- 
truire l'intersection  de  deux  polyèdres. 
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Tableau  rèsuinanl  la  construction. 
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173.  Ponctuation  des  figures.  —  Lorsque  deux 
corps  solides  sont  en  présence  et  se  coupent,  on  peut  se 
proposer  de  représenter  par  leur  combinaison  six  disposi- 
tions différentes.  Nous  allons  expliquer  ces  dispositions  en 
raisonnant  sur  des  prismes,  il  sera  facile  d'étendre  l'expli- 
cation à  d'autres  solides. 

1°  Ensemble  de  deux  solides  : 

Supposons    que   nous  ayons  pris    un  bloc  d'une  matière 

quelconque  et  que  nous  ayons  dégagé  de  ce  bloc  d'un  seul 

morceau,   un  solide    présentant   la    forme    d'une  croix    ou 

d'un  X.  Nous  aurons  l'ensemble  des  deux 

prismes  caractérisé  par  ce  fait  que,  dans 

la  partie  commune,  les  arêtes  n'existent 

^\  pas  et  sont- noyées  dans  la  masse.  Ainsi 

les  arêtes  du  prisme  P  n'existent  pas  dans 

r^>x         le   prisme  Q  et  les  arêtes  du  prisme  Q 

Pj     ^,j  n'existent  pas   dans  le  prisme  P.   Il    est 

facile  de  comprendre  que   si  au  lieu    de 

prismes  nous  avons  des  pyramides,  c'est  exactement  la  même 

chose,  et  que  s'il  s'agit  de  solides  quelconques,  les  figures 

qui  forment  les  contours  de  chaque  solide  n'existent  pas 

dans  la  partie  commune. 

2°  Solide  commun  : 

Disposition  en  quelque  sorte  complémentaire  de  la  pré- 
cédente. Supposons  que  nous  ayons  enlevé  de  la  précédente 
ligure  les  parties  de  chaque  prisme  qui  sortent  de  l'autre,  et 
aussi  dans  cette  partie  moyenne  les  parties  ,^ 

extérieures  aux  surfaces  qui  limitent  les  deux  >.  ' 

prismes,  il  nous  restera  la  partie  commune, 


c'est-à-dire  la  partie  du  prisme  P  contenue     ■-' 
dans  le  prisme  Q  ou  la  partie  du  prisme  Q  ^^ 

contenue  dans   le  prisme  P  ;  on  peut  faire  pj„   |32_ 

l'énoncé  de  l'une  ou  de  l'autre  manière,  on 
aura  toujours  le  même  solide  commun.  L'extension  de  cette 
explication   à   des  pyramides  ou  à  des  corps  solides   quel- 
conques est  facile  à  faire. 

3°  Un  solide  pénétré  ou  traversé  par  Vautre  : 

On  suppose  qu'un   des  solides,  (un  pristue  par  exemple) 
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Fig.  133. 


Fig-.  134. 


traverse  l'autre  ;  il  ne  peut  le  taire  qu'en  enlevant  sur  son 
passage  une  partie  de    l'autre  solide  et  de  ses  arêtes. 

3  bis.  Ainsi  le  prisme  P  pénètre  ou  traverse  le  prisme  Q; 
les  arêtes  du  prisme  P  sont  entières  et  ne 
sont  pas  coupées;  tandis  que  les  portions 
d'arêtes  du  prisme  Q  qui  se  trouveraient 
dans  le  prisme  P  sont  enlevées.  Nous  pou-  ^ 
vons  déduire  cette  figure  de  la 
figure  d'ensemble  (fig.  131), 
nous  n'avons  qu'à  y  ajouter  les 
portions  d'arêtes  du  prisme  P  à  l'intérieur  du 
prisme  Q. 

De  même  3 ter,  le  prisme  Q  peut  traverser  le 
prisme  P;  les  arêtes  du  prisme  P  sont  enlevées 
par  le  passage  du  prisme  Q  et  les  arêtes  du  prisme  Q  sont 
entières. 

4°  Un  solide  entaillé  par  l'autre  : 

Reprenons  l'une  des  deux  figures  précédentes,  par 
exemple  :  4  bis,  le  prisme  P  pénétrant  le  prisme  Q,  et  enle- 
vons le  prisme  P  ;  il  restera  donc  le 
prisme  Q  diminué  de  ce  qu'avait  enlevé 
le  prisme  P.  Les  parties  de  faces  et 
d'arête  du  prisme  P  qui  se  trouvaient  à 
l'intérieur  de  Q,  y  restent  pour  limiter  le 
trou  fait  dans  le  solide  Q  par  le  solide  P; 
il  ne  faut  pas  oublier  dans  une  épure  de 
représenter  ces  arêtes  intérieures  au  prisme  Q,  qui  peuvent 
être  vus  dans  certains  cas,  cachées  dans  d'autres. 

4  ter.  On  représenterait  de  la  même 
manièie  le  prisme  P  entaillé  par  le 
prisme  Q. 

O/i  demandera  dans  une  épure  de  repré- 
senter  ce  qui  reste  d'un  des  solides  après 
avoir  enlevé  la  partie  comprise  dans 
Vautre. 

Applicaliou  à  l'intersection  du  prisme 
et  de  la  pyramide  que  nous  avons  obtenue  par  la  méthode 
générale 
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174.  — Nous  nous  proposons  de  représenter  la  projec- 
tion horizontale  de  l'ensemble  des  deux  solides. 

Voici  la  marche  qu'il  faut  toujours  suivre  : 

Déterminer  d'abord  dans  chaque  solide  les  faces  vues  et 
cachées,  indépendamment  de  l'autre  solide. 

Examinons  les  parties  d'arêtes  de  chaque  solide  contenues 
dans  l'autre  et  qui  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (fig.  131) 
seront  enlevées. 

Pyramide  :  (comme  nous  ne  représentons  que  la  projec- 
tion horizontale,  nous  désignons  les  arêtes  et  les  points 
simplement  par  leur  projection).  L'arête  Sa  qui  forme  le 
contour  de  la  pyramide  et  qui  serait  vue  si  la  pyramide 
existait  seule,  est  coupée  aux  deux  points  1  et  7,  elle  est 
donc  supprimée  entre  ces  deux  points  (nous  l'avons  repré- 
sentée en  traits  mixtes).  Le  premier  point  d'intersection 
avec  le  prisme  est  le  point  7  qui  est  dans  la  face  gd  du 
prisme,  face  vue,  donc  l'arête  est  vue  jusqu'au  point  7  (159), 
enlevée  entre  7  et  1,  elle  sort  au  point  1  qui  est  dans  la  face 
fg  cachée;  elle  est  donc  cachée  à  partir  de  ce  point  jus- 
qu'au moment  où  elle  n'est  pas  recouverte  par  la  projec- 
tion du  prisme,  au  delà  elle  est  vue. 

\'arête  Se  qui  serait  vue  si  la  pyramide  existait  seule 
pénètre  dans  le  prisme  au  point  5  qui  est  dans  la  face  de  du 
prisme,  face  vue,  l'arête  est  ^-^/e  jusqu'au  point  5;  son  second 
point  d'intersection  est  le  point  3  qui  est  dans  la  face  ef  du 
prisme,  face  cachée;  l'arête  est  donc  cachée  à  partir  du 
point  3  jusqu'au  moment  où  elle  n'est  plus  recouverte  par 
la  projection  du  prisme;  elle  est  enlevée  (traits  mixtes) 
entre  les  points  5  et  3. 

L'arête  Se  vue  n'est  pas  coupée,  nous  allons  vérifier  en 
examinant  la  situation  des  arêtes  du  prisme  que  cette 
arête  est  au-dessus  du  prisme,  elle  reste  donc  entièrement 
vue. 

Prisme  :  L'arête  e  qui  serait  vue  si  le  prisme  existait  seul 
entre  dans  la  pyramide  au  point  9  qui  est  dans  la  face  Sac  de 
la  pyramide,  face  cachée;  l'arête  est  donc  cachée  a.  Tparùr  du 
moment  où  elle  est  recouverte  par  la  projection  de  la  pyra- 
mide ;  elle    est  enlevée  entre  le  point  9  et  le  point  4  (traits 
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mixtes);  le  point  4  est  dans  la  face  shc  face  i>ue,  l'arête  est 
vue  à  partir  de  ce  point. 

L'arête  d  qui  serait  i>ue  si  le  prisme  existait  seul,  entre 
dans  la  pyramide  au  point  8  qui  est  dans  la  face  Sac,  face 
cachée;  elle  est  donc  cachée  a  partir  du  moment  où  elle  est 
recouverte  par  la  projection  de  la  pyramide  jusqu'à  ce 
point;  elle  est  enlevée  (traits  mixtes)  entre  le  point  8  et  le 
point  6;  le  point  6  est  dans  la  face  Sba,  face  i>ue,  l'arête  est 
i>ue  à  partir  de  ce  point. 

L'arête  /*qui  serait  cachée  si  le  prisme  existait  seul, 
entre  dans  la  pyramide  au  point  10;  elle  reste  cachée  jus- 
qu'à ce  point;  elle  est  enlevée  (traits  mixtes)  entre  les  poinis 
10  et  2;  elle  sort  de  la  pyramide  au  point  2  en  restant 
cachée. 

L'arête  i,'  n'est  pas  coupée;  or,  puisque  nous  avons  été 
conduits  à  représenter  les  arêtes  d  et  e  du  prisme  cachées  à 
partir  du  moment  où  elles  sont  recouvertes  par  la  projection 
de  la  pyramide,  c'est  que  l'arête  Se  est  au-dessus  de  ces 
arêtes;  elle  ne  coupe  pas  le  prisme  ;  elle  est  donc  au-dessus 
de  toutes  les  arêtes,  elle  est  entièrement  çue  comme  nous 
l'avons  déjà  dit;  mais  l'arête  ^  qui  serait  ç>ue  si  le  prisme 
existait  seul,  est  bien  cachée  tant  qu'elle  est  recouverte  par 
la  projection  de  la  pyramide. 

Cette  question  de  la  visibilité  des  arêtes  étant  terminée, 
examinons  le  polygone.  Règle  générale  :  Un  côté  est  vu 
s'il  est  l'intersection  de  deux  faces  vues;  il  est  caché  si  l'une 
des  deux  faces  est  cachée,  et  à  fortiori  si  les  deux  faces  sont 
cachées. 

Le  côté  1-2  est  dans  la  face  Sab  de  la  pyramide,  face 
vue,  et  dans  la  face  /^  du  prisme,  face  cachée  ;  1-2  est 
caché. 

(Il  est  très  commode  de  se  servir  du  tableau  que  nous 
avons  fait  pour  bien  se  rendre  compte  de  la  situation  des 
côtés.) 

Le  côté  2-3  est  dans  la  face  Sah  de  la  pyramide  et  dans 
la  face  fè  du   prisme,  la  face  fe  est  cachée;    2-3  esL   caché. 

Le  côté  3-4  est  dans  la  face  cachée  fe  du  prisme  ;  5-4  est 
caché. 
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Le  côté  4-5  est  dans  la  face  Sbc  de  la  pyramide,  face  vue, 
et  dans   la  face  ed  du  prisme,  face  vue;  le  coté  4-5  est  vu. 

Le  côté  5-6  est  dans  la  face  vue  Sba  de  la  pyramide  et 
dans  la  face  çue  de  du  prisme  ;  le  côté  5-6  est  vu 

Le  côté  6-7  est  dans  la  face  vue  Sha  de  la  pyramide  et 
dans  la  face  vue  dg  du  prisme  ;  le  côté  0-1  est  vu. 

Le  côté  7-8  est  dans  la  face  Sac  cachée  de  la  pyramide  ; 
le  côté  7-8  est  caché. 

Le  côté  8-9  est  dans  la  face  Sac  cachée  de  la  pyramide  ; 
le  côté  8-9  est  caché. 

Le  côté  9-10  est  dans  la  face  Sac  cachée  de  la  pyramide  ; 
le  côté  9-10  est  caché. 

Le  côté  10-1  est  dans  la  face  Sac  cachée  de  la  pyramide  ; 
le  côté  10-1  est  caché. 

Simplifications  :  On  peut  simplifier  cette  recherche  en 
lemarquant  par  exemple  que  le  point  6  étant  vu,  les  deux 
lignes  qui  partent  de  ce  point  sont  nécessairement  vue.y 
(le  point  n'étant  pas  sur  une  arête  qui  forme  le  contour 
d'un  solide);  donc  6-5  et  6-7  sont  vus.  Le  point  5 vu  n'étant 
pas  sur  un  contour,  5-4  est  vu.  On  ne  peut  pas  continuer 
ce  raisonnement  à  partir  de  4  qui  est  sur  un  contour,  alors 
on  examine  3  qui  n'est  pas  sur  un  contour;  3  est  caché,  donc 
les  lignes  qui  partent  de  ce  point  sont  cachées;  3-4  est 
caché;  3-2  est  caché;  2  n'est  pas  sur  un  contour  et  est 
caché  ;  2-1  est  caché.  Mais  1  est  sur  un  contour  ;  prenons 
le  point  suivant  10;  10  qui  est  sur  l'arcte  fest  caché;  10-1 
et  10-9  sont  cachés;  9  est  sur  un  contour;  prenons  8:  nous 
avons  trouvé  que  8  est  caché,  donc  8-9  et  8-1  sont  cachés. 

175.  Tracé  dans  une  épure*  —  On  représente 
généralement  les  parties  vues  en  traits  pleins  noirs,  les 
parties  cachées  en  points  ronds  également  espacés  noirs.  Les 
parties  enlevées  pourraient  se  représenter  en  traits  mixtes 
(un  trait,  un  point.).  Comme  nous  l'avons  fait  sur  le  dessin  ; 
il  est  préférable  de  les  tracer  en  rouge  fin  continu.  De  cette 
in;inière  il  n'y  a  en  noir  sur  l'épure  que  ce  qui  se  rapporte 
il  la  représentation  du  solide;  tout  le  reste  est  en  rouge;  la 
li^uie  est  beaucoup  plus  claire  et  plus  lisible  que  lorsqu  on 
emploie  des  traits  mixtes. 
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Nous  conseillons  dans  le  même  but  de  clarté  de  représen- 
ter toutes  les  lignes  de  construction,  toutes  les  projetantes 
en  traits  rouges  continus  aussi  fins  que  possible. 

Dans  l'épure  (fig.  130)  la  projection  verticale  n'a  été 
employée  que  comme  projection  auxiliaire,  nous  n'avons 
représenté  aucun  solide,  et  n'avons  ramené  aucun  point  de 
l'intersection.  Cette  projection  serait  entièrement  faite  en 
traits  rouges  continus  très  fins. 

INTERSECTION  DES  PRISMES  ET  DES  PYRAMIDES 

176.  Frisiiie  et  pyramide.  (Fig.  137).  —  Le  prisme 
et  la  pyramide  ont  leurs  bases  dans  un  plan  horizontal  H. 
La  base  du  prisme  est  le  quadrilatère  defg,  cl'éf'g-  Les 
'arêtes  sont  parallèles  à  dh,  d'Ji  . 

lia  base  de  la  pyramide  est  le  triangle  abc,  dh'c  ;  le 
sommet  est  le  point  S  S'. 

Nous  allons  construire  les  intersections  des  arêtes  du 
prisme  avec  les  faces  de  la  pyramide,  en  appliquant  la 
méthode  indiquée  plus  haut  pour  l'intersection  d'une  droite 
cl  d'une  pyramide. 

Nous  emploierons  donc  des  plans  auxiliaires  passant  par 
les  différentes  arêtes  du  prisme  et  par  le  sommet  de  la 
pyramide;  tous  ces  plans  contiendront  la  parallèle  aux 
arêtes  du  prisme  menée  par  le  sommet  de  la  pyramide. 

Nous  allons  construire  les  intersections  des  arêtes  de  la 
pyramide  avec  le  prisme  en  appliquant  la  méthode  indiquée 
plus  haut  pour  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  prisme. 

Nous  emploierons  donc  des  plans  auxiliaires  passant  par 
les  différentes  arêtes  de  la  pyramide  et  parallèles  aux 
arêtes  du  prisme  ;  tous  ces  plans  contiendront  la  parallèle 
aux  arêtes  du  prisme  menée  par  le  sommet  delà  pyramide. 

Donc  nous  menons  par  le  sommet  s, s'  de  la  pyramide  la 
parallèle  s'/;z',  sin  aux  arêtes  du  prisme,  tous  les  plans 
auxiliaires  passeront  par  cette  droite,  et  leurs  traces  sur  le 
plan  H  qui  contient  les  deux  bases  passeront  par  le  point  m. 

Le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  est  me  contient  l'arête  ei, 
c'i'  du  prisme,  me  coupe  la  base  de  la  pyramide  aux  points 
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X  et  y  ;  le  plan  coupe  la  pyramide  suivant  les  droites  pro- 
jetées en  SX  et  sy  qui  rencontrent  la  projection  horizontale 
ei  aux  points  4  et  9  projections  horizontales  des  points  où 
l'arête  ei,  e'i'  rencontre  la  pyramide  et  dont  nous  obtenons 
les  projections  verticales  en  4'  et  9'  sur  e'i' . 

Le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  est  md  contient  l'arête 
dh,  d'h'  ;  il  détermine  dans  la  pyramide  les  deux  droites 
dont  les  projections  sont  su,  et  sv  rencontrant  dh  aux 
points  5  et  8  projections  horizontales  des  points  de  ren- 
contre de  dh,  dh'  avec  la  pyramide  et  nous  avons  les  pro- 
jections verticales  en  5'  et  8'  sur  d'h' . 

Le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  est  df  contient  l'arête  fl, 
f'I'  et  détermine  dans  la  pyramide  les  droites  projetées  en 
sq  etsr;  les  points  projetés  horizontalement  en  2  et  10  sur 
fl  et  verticalement  en  2'  et  10'  sur  /'/'  sont  les  points  de 
rencontre  Aefl,  f'V  avec  la  pyramide. 

Le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  serait  fg  ne  couperait  pas 
la  pyramide  ;  l'arête  gk,  g'k'  ne  coupe  pas  la  pyramide. 

Le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  est  me  contient  l'arête  se, 
se  de  la  pyramide,  il  coupe  le  prisme  suivant  les  paral- 
lèles aux  arêtes  passant  par  les  points  n  et  p;  les  points  de 
rencontre  de  se,  s'c  avec  le  prisme  sont  projetés  en  1,1 
et  7,7. 

Le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  est  mh  contient  l'arête  sb, 
s'b'  de  la  pyramide,  ilcoupe  le  prisme  suivant  deux  paral- 
lèles aux  arêtes  passant  par  les  points  s  et  /;  les  points 
d'intersection  de  sh,  s'b'  avec  le  prisme  sont  projetés  en 
3,3'  et  b,b'. 

Le  plan  auxiliaire  passant  par  .sa,  s'a!  et  dont  la  trace 
serait  ?na  ne  coupe  pas  le  prisme. 

Nous  avons  donc  obtenu  tous  les  points  d'intersection  de 
toutes  les  arêtes  de  chaque  solide  avec  l'autre,  il  faut  les 
joindre  pour  obtenir  le  polygone  d'intersection. 

177.  Ordre  de  jonction.  —  En  général,  si  l'on  dé- 
place un  point  mobile  sur  un  polygone,  ce  point  mobile 
aura  décrit  le  polygone  si,  partant  de  l'un  des  sommets  il 
revient  au  point  de  départ  après  avoir  passé  par  tous  les 
sommets    sans  passer   deux  fois  par  aucun   d'eux. 
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Supposons  le  polygone  tracé  et  imaginons  un  point  mobile 
se  déplaçiint  h  la  fois  sur  les  deux  surfaces  de  manière  à 
décrire  le  polygone  commun. 

Nous  plaçons  arbitrairement  le  point  de  départ  au  point 
1  choisi  dans  un  des  plans  auxiliaires  extrêmes  dont  les 
traces  sont  mpnc  et  mdxy  et  que  nous  appellerons  plans 
limites.  En  même  temps,  nous  considérons  les  traces  hori- 
zontales des  lignes  qui  fournissent  le  point,  ce  sont  les 
points  c  et  n  situés  sur  la  trace  du  plan  auxiliaire. 

Nous  faisons  le  raisonnement  sur  la  projection  horizon- 
tale seulement.  Au  point  2  du  polygone  correspondent  les 
deux  droites  2  /•  et  2  /"qui  donnent  sur  les  bases  les  points 
/■  et/  situés  sur  la  trace  d'un  plan  auxiliaire. 

Au  point  3  correspondent  les  deux  droites  3  6  et  3  s  qui 
donnent  sur  les  bases  les  points  Z»  et  s  situés  sur  la  trace 
d'un  plan  auxiliaire. 

Nous  pourrons  régler  le  mouvement  du  mobile  qui  par- 
court le  polygone  d'intersection  en  considérant  deux 
mobiles  auxiliaires  parcourant  les  deux  bases  et  en  prenant 
toujours  comme  positions  correspondantes  les  positions  de 
ces  deux  mobiles  situées  sur  la  trace  d'un  plan  auxiliaire. 

A  partir  du  point  n  le  1*"  mobile  qui  décrit  la  base  du 
prisme  doit  marcher  dans  le  sens  nfed^  car  il  n'y  a  pas  de 
points  de  l'autre  base  correspondant  aux  positions  qui 
seraient  situées  sur  ngp. 

Le  2®  mobile  qui  décrit  la  base  de  la  pyramide  à  partir 
du  point  c  peut  se  déplacer  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
parce  que,  à  toute  position  qu'il  prendra  de  part  et  d'autre 
du  point  c,  correspondra  une  position  du  premier  mobile 
sur  la  base  du  prisme. 

Nous  marchons  sur  la  pyramide  dans  le  sens  crh. 
Les  points  /"et  r  donnent  le  point  2 

—  b  qXs  —  3 

—  eetfj  —  4 

Le  plan  mey  est  un  plan  limite  et  lorsque  le  premier  mo- 
bile arrive  au  point  y,  il  doit  rebrousser  chemin  sur  la  base 
puisque  la  partie  j/a  ne  correspond  à  aucun  point  de  l'inter- 
section. 
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Mais  nous  continuons  notre  chemin  sur  le  prisme  et  nous 
obtenons  des  points  nouveaux. 

Les  points  d  elif  donnent  le  point  5 

—  tetb  —  6 

—  p  et  c  —  7 

Nons  sommes  arrivés  au  plan  limite  mpnc,  nous  rebrous- 
sons chemin  sur  le  prisme  et  continuons  sur  la  pyramide. 
Les  points  d  eX  u  donnent  le  point  8 

—  e  et  X  —  9 
Revenus  au  plan  limite  mxq,  nous  rebroussons  chemin  sur 

la  pyramide  et  continuons  sur  le  prisme. 

Les  points  f  ^t  q  donnent  le  point  10 
—         n  et  c  —  1 

Le  polygone  est  fermé,  nous  l'avons  parcouru  d'un  mou- 
vement continu  sans  interruption,  sans  jamais  prendre  deux 
fois  le  même  point. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  joindre  les  points  dans  l'ordre  des 
numéros. 

On  donne  aux  points  de  la  projection  verticale  les  mêmes 
numéros  d'ordre  qu'aux  points  de  la  projection  horizon- 
tale. 

178.  Ponctuation*  —  Nous  avons  représent"^  la  py- 
ramide entaillée  par  le  prisme.  Nous  allons  expliquer  en- 
core une  fois  la  marche  à  suivre  pour  établir  la  distinction 
entre  les  parties  vues  et  cachées. 

Projection  horizontale. 

Examinons  d'abord  quelles  sont  les  parties  des  arêtes  de 
la  pyramide  qui  restent  :  sa  n'est  pas  coupé  par  le  prisme, 
forme  contour,  reste  i^u  ;  sb  est  coupé  aux  points  3  et  6,  la 
partie  comprise  entre  les  2  points  est  enlevée  (représentée 
sur  l'épure  en  traits  mixtes),  le  reste  de  l'arête  est  i>u  ;  se 
est  coupé  aux  points  1  et  7;  la  partie  comprise  entre  ces 
deux  points  est  enlevée,  le  reste  forme  contour  et  est  ^'u. 

Etablissons  ensuite  les  portions  d'arêtes  du  prisme  conte- 
nues dans  la  pyramide  et  limitant  l'entaille  faite  dans  le 
solide  : 

L'arête  dh  existe  dans  la  pyramide  entre  les  points  8  et  5, 
le  segment  8-5  est  à  l'intérieur  de  la  pyramide  et  doit  être 
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représenté  caché  (points  ronds)  ;  le  reste  est  enlevé  (repré- 
senté en  traits  mixtes); 

L'arête  ei  existe  dans  la  pyramide  entre  les  points  4  et  9, 
nous  verrons  tout  à  l'heure  comment  le  segment  4-9  doit 
être  représenté,  le  reste  est  enlevé; 

L'arête  fl  existe  entre  les  points  10  et  2  à  l'intérieur  de 
la  pyramide,  le  segment  10-2  doit  être  caché  et  représenté 
en  points  ronds,  le  reste  enlevé; 

L'arête  ^4-  ne  coupe  pas  la  pyramide,  elle  doit  être  entiè- 
rement figurée  en  traits  mixtes. 

Un  côté  du  polygone  sera  vu  s'il  est  dans  une  face  vue  de 
la  pyramide  :  Les  côtés  1-2  et  2-3  sont  dans  la  face  vue  scb; 
les  côtés  3-4,  4-5,  5-6  sont  dans  la  face  vue  sha;  tous  ces 
côtés  sont  vus  et  sont  figurés  par  des  traits  pleins. 

Le  reste  du  polygone  est  dans  la  face  sac  qui  est  cachée, 
il  devrait  être  caché  ;  mais  il  faut  remarquer  qu'une  partie 
de  chacun  des  côtés  8-9  (c'est  par  hasard  que  le  point  6  se 
trouve  projeté  sur  8-9)  et  9-10  entre  les  côtés  5-6  et  1-2 
forme  limite  du  solide  et  doit  être  vue  à  ce  titre,  ce  sont 
des  parties  de  polygone  qui  devraient  être  cachées  et  qui 
sont  vues  par  le  trou  que  le  prisme  fait  dans  la  pyramide. 

Enfin  remarquons  que  le  segment  4-9  de  l'arête  ei  forme 
l'intersection  des  deux  faces  en  creux  du  prisme  qui  sont 
dans  la  pyramide,  et  que  les  deux  points  4  et  9  étant  vus,  la 
ligne  4-9  est  vue. 

Projection  verticale. 

L'arête  s'a  n'est  pas  coupée,  forme  contour  et  est  vue; 

L'arête  s'b'  coupée  aux  points  3  et  6  est  enlevée  entre  ces 
deux  points,  (traits  mixtes)  le  reste  forme  contour  et  est  vu; 

L'arête  se  coupée  aux  points  1  et  7  est  enlevée  entre  ces 
deux  points,  (traits  mixtes)  le  reste  est  vu. 

L'arête  du  prisme  d'h'  rencontre  la  pyramide  aux  points 
8  et  5,  le  segment  8-5  est  dans  la  pyramide,  il  est  caché  (en 
points  ronds),  le  reste  enlevé  (traits  mixtes)  ; 

L'arête  e'i'  est  dans  la  pyramide  entre  les  points  9  et  4, 
nous  verrons  tout  à  l'heure  que  le  segment  9-4  est  vu; 

L'arête /'r  est  dans  la  pyramide  entre  les  points  10  et  2, 
cachée  entre  ces  deux  points. 
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La  face  SAC  est  vue  sur  la  projection  verticale,  les  côtés 
du  polygone  7-8,  8-9,  9-10,  10-1,  qui  sont  dans  cette  face 
sont   vus; 

La  face  SCB  est  çue,  les  côtés  du  polygone  7-6,  1-2,  2-3 
sont  vus; 

Le  reste  du  polygone  doit  être  caché,  mais  les  côtés  4-3 
et  4-5  (par  hasard  le  point  7  se  projette  sur  4-5)  qui  de- 
vraient être  cachés  sont  en  partie  vus  comme  formant  la 
limite  du  solide;  ce  sont  encore  des  lignes  vues  par  le  trou 
fait  dans  la  pyramide  par  le  prisme. 

Enfin  le  segment  4-9,  qui  est  l'intersection  de  deux  faces 
du  prisme  en  creux  dans  la  pyramide  et  qui  joint  deux  points 
vus  4  et  9,  est  vu. 

179.  Note  relative  à  l'exécution  de  l'épure.  — 
Une  fois  obtenu  le  point  m,  ni'  trace  sur  le  plan  des  bases 
de  la  parallèle  aux  arêtes  du  prisme  menée  par  le  som- 
met de  la  pyramide,  nous  pouvons  construire  entière- 
ment la  projection  horizontale  sans  avoir  recours  à  la  pro- 
jection verticale  ;  il  faut  dans  tous  les  cas  analogues  termi- 
ner entièrement  la  projection  horizontale;  on  gagne  beau- 
coup de  temps,  parce  qu'en  répétant  toujours  les  mêmes 
tracés  on  ne  perd  pas  de  vue  un  seul  instant  la  construction, 
qu'on  peut  suivre  ses  points  dans  l'ordre  convenable  sans 
être  dérangé  par  le  passage  continuel  d'une  projection  à 
l'autre.  On  prend  ensuite  les  projections  verticales  des 
points  dans  l'ordre  des  numéros  tous  à  la  fois.  Les  causer 
d'erreur  sont  en  partie  annulées  par  cette  manière  d'agir. 

Nous  engageons  comme  nous  l'avons  déjà  dit  à  repré- 
senter franchement  par  des  traits  rouges  continus  toutes  les 
lignes  qui  ne  forment  pas  contour  ou  ne  sont  pas  arêtes 
du  solide  représenté;  soit  parties  d'arêtes  enlevées  sur  les 
solides  primitifs,  soit  lignes  de  construction,  sans  mettre 
de  traits  mixtes  ;  il  n'y  aura  que  deux  sortes  de  traits  noirs, 
les  traits  pleins  pour  les  lignes  vues,  les  points  ronds  pour 
les  lignes  cachées,  le  solide  apparaîtra  beaucoup  plus  net- 
tement. 

180.  —  Nous  avons  pu  parcourir  le  polygone  d'intersec- 
tion d'un  mouvement  continu  et  revenir  au  point  de  départ 
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en  passant  par  tous  les  sommets,  il  y  a  donc  un  seul  polygone 
d'intersection  et  l'intersection  présente  un  arrachement.  Les 
2  plans  auxiliaires  dont  les  traces  sont  mpnc  Qimey  sont  les 
derniers  plans  auxiliaires  que  nous  pouvons  tracer  donnant 
des  points  de  l'intersection  des  2  solides.  Le  plan  dont  la 
trace  est  mnpc  est  limite  par  rapport  à  la  pyramide,  car  un 
autre  plan  infiniment  voisin  situé  au-dessous  couperait 
encore  le  prisme  et  ne  couperait  plus  la  pyramide,  le  plan 
dont  la  trace  est  mey  est  limite  par  rapport  au  prisme. 

181.  —  Le  cas  d'arrachement  est  caractérisé  par  ce  lait 
que  les  plans  limites  ne  sont  pas  limites  par  rapport  au 
même  solide. 

Au  contraire,  il  peut  arriver  que  les  plans  limites  soient 
limites  par  rapport  au  même  solide  qui  est  alors  compris 
entre  ces  deux  plans  limites,  l'intersection  présente  une  pé- 
nétration, et  comprend  deux  polygones  distincts  et  séparés. 

Nous  donnons  un  exemple  de  cette  disposition  dans  l'épure 
suivante  qui  représe;nte  la  projection  horizontale  du  solide 
commun  à  deux  prismes. 

182.  lutersection  de  deux  prismes.  —  Les  deux 
prismes  ont  leurs  bases  dans  un  même  plan  H'  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  (fig.  138). 

Le  prisme  qui  se  désigne  par  P  a  pour  base  le  quadrila- 
tère projeté  en  abccl.  Les  arêtes  sont  parallèles  à  aA,  a'A'. 

Le  prisme  qui  se  désigne  par  Q  a  pour  base  le  triangle 
projeté  en  efg,  ses  arêtes  sont  parallèles  à  eE,  e'E'. 

Nous  allons  chercher  les  points  de  rencontre  de  toutes 
les  arêtes  du  prisme  P  avec  le  prisme  Q,  et  pour  cela  répéter 
la  construction  des  points  d'intersection  d'une  droite  et 
d'un  prisme  (162),  en  faisant  passer  par  toutes  les  arêtes  du 
prisme  P  des  plans  parallèles  aux  arêtes  du  prisme  Q;  ces 
plans  seront  parallèles  aux  arêtes  des  deux  prismes.  Ensuite 
nous  chercherons  les  points  de  rencontre  de  toutes  les 
arêtes  du  prisme  Q  avec  le  prisme  P  en  menant  par  ces 
arêtes  des  plans  parallèles  aux  arêtes  du  prisme  P,  plans 
parallèles  encore  aux  arêtes  des  deux  prismes. 

Nous  allons  commencer  par  construire  un  plan  parallèle 
aux  arêtes  des  deux  prismes  en  menant  par  un  point  a,  a' 
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pris  sur  l'arête  aA,  a'A'  une  parallèle  x%  a  .3'  aux  arêtes  du 
prisme  Q  et  par  toutes  les  arêtes  des  deux  prismes  nous 
ferons  passer  des  plans  parallèles  au  plan  ay.^,  a'a'^'. 

La  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  des  deux  bases  est  a^  que 
je  désigne  par  R;  nous  mènerons  donc  les  traces  R^R^jR^R^ 
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parallèles  à  R  par  toutes  les  traces  des  arêtes  des  deux 
prismes. 

Le  plan  que  je  désigne  par  R  et  qui  contient  l'arête  aA 
coupe  le  prisme  Q  suivant  deux  parallèles  aux  arêtes  de  ce 
prisme  passant  par  les  points  dont  les  projections  sont  h  et 
m  et  qui  coupent  l'arête  aA  aux  points  projetés  en  4  et  9. 

De  même  le  plan  dont  la  trace  est  R,  passant  par  d  donne 
dans  le  prisme  Q  les  parallèles  passant  par  i  et  n  qui  déter- 
minent sur  l'arête  d  les  points  projetés  en  10  et  5, 


I 


POLYEDRES  185 

Le  plan  R^  passant  par  f  du  prisme  Q  donne  dans  le 
prisme  P  les  parallèles  à  ses  arêtes  passant  par  /■  et  q  qui 
déterminent  sur  l'arête  /"les  points  projetés  en  3  et  6. 

Le  plan  R^  passant  par  h  donne  les  2  droites  passant  par 
k  et  o  qui  déterminent  les  points  projetés  en  8  et  2. 

Le  plan  Rj  passant  par  c  sert  à  déterminer  au  moyen  des 
deux  droites /et y?  les  points  projetés  en  1  et  7. 

On  voit  que  les  plans  R  et  R^  sont  limites  par  rapport 
au  prisme  P  et  que  les  arêtes  e  et^  du  prisme  Q  ne  coupent 
pas  le  prisme  P 

Pour  joindre  les  points,  nous  plaçons  le  mobile  auxi- 
liaire qui  parcourt  la  base  du  prisme  P  au  point  c,  le 
2*  mobile  auxiliaire  qui  parcourt  la  base  du  prisme  Q  au 
point  p. 

Nous  déplaçons  le  1"  mobile  dans  le  sens  cba  (nous 
pourrions  aller  dans  le  sens  cdci).  Le  second  mobile  va 
nécessairement  se  déplacer  dans  le  sens  pof.  Nous  prenons 
les  positions  correspondantes  situées  dans  un  même  plan 
auxiliaire. 

c  e\  p  donnent  le  point  1 
è  et  o  —  2 

q  ^^  f  —  3 

a  et  m  —  4 

Le  1"  mobile  peut  continuer  sa  marche,  mais  quand  il 
arrive  en  d,  la  position  du  second  mobile  est  nécessai- 
rement le  point  n  et  non  le  point  /,  parce  que  ce  mobile 
ne  pourrait  aller  de  m  en  i  sans  passer  par  ineh  et  aucun 
point  de  l'intersection  ne  correspond  à  cette  partie  de  la 
base. 

d  et  n  donnent  le  point  5 
r  et  f  —  6 

c  et  ^  —  1 

Nous  avons  donc  fermé  un  polygone. 
Maintenant  notre  l"  mobile  est  revenu  au  point  c  et  nous 
allons  faire  partir  le  second  mobile  du  point  /. 
c  et  /    donnent  le  point  7 
h  et  k  —  8 

a  et  h  • —  9 
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Le  secoua  mobile  ne  peut  continuer  à  se  déplacer  dans 
le  sens  hem  et  revient  au  point  /. 

d  et  /  donnent  le  point  10 
c  et  /  —  7 

Le  second  polygone  est  fermé 

Nous  ne  construisons  pas  la  projection  verticale,  on  pro- 
jetterait les  points  obtenus  sur  les  arêtes  et  on  les  joindrait 
dans  le  même  ordre. 

183.  Solide  coiiiinuii  (173-2°).  —  1°  Arêtes  du  pris- 
me P  contenues  dans  le  prisme  Q 

l'arête  c  {>ue  de  1  à  7 
l'arête  d  vue  de  10  à  5 
l'arête  a  vue  de  9  à  4 
l'arête  h  cachée  de  8     à  2 

2°  Arêtes  du  prisme  Q  contenues  dans  le  prisme  P 

Il  n'y  a  que  l'arête  fvue  de  3  à  6 

Nous  joignons  par  des  lignes  vues  les  extrémités  des 
arêtes,  de  manière  à  former  le  contour  du  solide. 

Ce  contour  est  1,7,10,9,4,3,2. 

Dans  l'intérieur,  nous  pouvons  nous  guider  d'après  la 
règle  absolue  ;  «  un  côté  est  vu  s'il  est  l'intersection  de  deux 
faces  vues  ».  Nous  pouvons  plus  simplement  remarquer  ici 
que  le  point  5  étant  projeté  à  l'intérieur  du  solide  et  à 
l'extrémité  d'une  ligne  vue  est  vu,  toutes  les  lignes  qui 
partent  de  ce  point  sont  vues  tant  qu'elles  ne  rencontreront 
pas  le  contour  du  solide.  Donc  5-4  est  vu,  5-6  est  vu.  Pour 
la  même  raison  6-7  est  vu. 

Au  contraire,  le  point  8  projeté  à  l'intérieur  du  solide  et 
à  l'extrémité  d'une  ligne  cachée  est  caché,  les  côtés  8-2  et 
8-9  sont  cachés. 

Il  faudrait  recommencer  à  faire  entièrement  la  distinc- 
tion entre  les  parties  vues  et  cachées  sur  la  projection 
verticale. 

184.  Risceniples  <le  ponctuations  diverses  d'une 
même  ligure* 

Nous  pensons  qu'il  sera  plus  facile  de  se  rendre  compte 
des  différences  de  ponctuation  en  montrant  les  combinai- 
sons de  2  polyèdres  prisme  et  pyramide  : 
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La  figure  139  montre  un  prisme  entaillé  par  une  pyra- 
mide, l'intersection  a  été  obtenue  en  employant  la  méthode 
générale  (172);  il  y  a  pénétration. 

La  fia'iire  140  montre  renseml)le  des  deux  solides. 

La  figure  141  montre  la  pyramide  entaillée  parle  prisme. 

La  fiffure  142  montre  le  solide  commun. 

185.  Interisection  de  deux  prismes  qui  n*oiit 
pas  leurs  bases  dans  le  même  plan  (fig.  143).  — 
Nous  considérons  deux  prismes;  l'un  a  pour  base  un  triangle 
ABC  situé  dans  un  plan  P,  les  arêtes  sont  parallèles  à  CCj; 
l'autre  a  pour  base  un  triangle  DEF  dans  un  plan  Q,  les 
arêtes  sont  parallèles  à  DDj. 

Les  deux  plans  P  et  Q  se  coupent  suivant  la  droite  XY. 

Nous  voulons  construire  l'intersection  de  l'arête  A  du 
prisme  P  avec  le  prisme  Q.  Suivant  la  méthode  exposée 
(162)  nous  menons  par  l'arête  A  un  plan  parallèle  aux  arêtes 
de  Q,  en  menant  par  un  point  pris  sur  cette  arête  une 
[parallèle  aux  arêtes  de  Q;  nous  construisons  la  trace  de 
ce  plan  sur  le  plan  Q  :  soit  Ry  cette  trace,  elle  coupe  là 
base  du  prisme  Q  aux  deux  points  G  et  H  par  lesquels  nous 
'menons  les  parallèles  aux  arêtes  du  prisme  Q  qui  déter- 
minent sur  l'arête  A  les  points  1  et  6. 

La  trace  de  ce  plan  auxiliaire  sur  le  plan  P  sera  une 
droite  py  passant  par  le  point  y  situé  sur  xy  et  par  le  point  A 
trace  de  l'arête  A  sur  le  plan  P.  Ce  plan  auxiliaire  est  un 
plan  parallèle  aux  arêtes  des  deux  prismes. 

Nous  appliquerons  la  construction  à  l'arête  B,  et  nous 
mènerons  par  B  la  parallèle  pjBy,  à  py,  par  y,  nous  mène- 
rons yj  R^  parallèle  à  Ry. 

Nous  marquons  sur  la  base  de  Q  les  points  I  et  K  qui 
déterminent  sur  l'arête  B  les  points  3  et  5. 

Si  nous  voulons  appliquer  la  construction  h  l'arête  C, 
nous  voyons  que  le  plan  auxiliaire  passant  par  celte  arête 
et  dont  les  traces  sur  les  plans  des  deux  bases  seraient 
parallèles  à  py  et  yR  ne  couperait  pas  le  prisme  Q. 

Nous  voulons  construire  l'intersection  de  l'arête  D  du 
prisme  Q  avec  le  prisme  P,  nous  menons  par  cette  arête  un 
plan  parallèle  aux  arêtes  du  prisme   P;   ce  plan  parallèle 
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aux  arêtes  des  deux  prismes,  parallèle  par  conséquent  aux 
plans  précédemment  employés,  coupe  la  base  du  prisme  Q 
suivant  R,Yi  parallèle  à  Ry  et  la  base  du  prisme  P  suivant 
Y, pj. parallèle  à  yo;  la  trace  y^p^  coupe  la  base  P  aux  deux 
points  0  et  N  par  lesquels  nous  menons  les  parallèles  aux 
arêtes  de  P  qui  déterminent  sur  D  les  points  2  et  8. 


Fig.  143 


Même  construction  pour  l'arête  F,  les  traces  du  plan 
auxiliaire  sont  RjY,  et  v^p^,  nous  obtenons  les  points  7  et  4. 

On  voit  que  l'arête  E  ne  coupe  pas  le  prisme. 

Le  plan  Rvp  est  /imite  par  rapport  au  prisme  P. 

Le  plan  R^Y^pj  est  limite  par  rapport  au  prisme  Q. 

L'ordre  de  jonction  des  points  s'établira  encore  comme 
nous  l'avons  expliqué  (177),  nous  considérons  un  premier 
point  mobile  parcourant  la  base  ABC,  un  second  mobile 
parcourant  la  base  DEF  et  par  les  positions  correspon- 
dantes de  ces  deux  mobiles  toujours  sur  les  traces  d'un 
même  plan  auxiliaire  nous  menons  les  arêtes. 
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Il  y  a  arrachement  ou  pénétration  dans  les  mêmes  cas 
que  lorsque  les  bases  sont  dans  le  même  plan,  les  chiffres 
placés  sur  les  bases  et  sur  le  polygone  d'intersection 
indiquent  nettement  la  marche  qui  a  été  suivie, 

La  figure  a  été  ponctuée  dans  l'hypothèse  du  solide 
com?nun. 

186.  Intersection  de  deux:  pyramides.  —  Nous 
considérons  encore  (fig.  144)  deux  plans  P  et  Q  qui  se 
coupent  suivant  XY.  Dans  le  plan  P  se  trouve  un  triangle 
ABC  base  d'une  pyramide  dont  le  sommet  est  le  point  S. 

Dans  le  plan  Q  se  trouve  un  triangle  DEF  base  d'une 
pyramide  dont  le  sommet  est  le  point  T. 

Nous  voulons  construire  l'intersection  de  l'arête  SA  avec 
la  pyramide  T  en  appliquant  la  méthode  indiquée  (160) 
pour  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  pyramide.  Nous 
faisons  passer  un  plan  par  SA  et  par  le  sommet  T.  Ce  plan 
passe  par  le  point  S  et  par  le  point  T  et  contiendra  la 
droite  ST  ;  la  trace  de  ce  plan  sur  la  base  P  passera  donc 
par  le  point  A,  trace  de  SA,  et  par  le  point  p,  trace  de  la 
droite  ST  sur  ce  plan  ;  cette  trace  sera  pkoi.,  le  point  a  étant 
sur  x^(.  La  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  Q  passera  nécessai- 
rement par  le  point  a  et  aussi  par  le  point  q  trace  de  la 
droite  ST  sur  ce  plan:  cette  trace  qx  coupe  la  base  DEF 
aux  deux  points  I  et  M  qu'on  joindra  au  point  T  et  on  déter- 
minera ainsi  sur  l'arête  SA  les  deux  points  1  et  6. 

En  faisant  le  même  raisonnement  pour  l'arête  SB,  on 
trouvera  pour  traces  du  plan  auxiliaire  ^Ba,  et  ct^q,  et  on 
obtiendra  les  points  3  et  5. 

En  raisonnant  de  la  même  manière  pour  les  arêtes  de  la 
pyramide  T,  on  sera  conduit  à  employer  les  plans  auxiliaires 
dont  les  traces  sont  ^Da,  et  a^  p  donnant  sur  TD  les  points 
2  et  8  et  qVx^  et  y.^p  donnant  sur  TF  les  points  4  et  7.  Les 
plansyja</  et  px^q  sont  évidemment  les  plans  limites  comme 
nous  l'avons  expliqué  (177)  ;  ils  ne  sont  pas  limites  par 
rapport  à  la  même  pyramide,  l'intersection  présentera  un 
arrachement.  L'ordre  de  jonction  des  points  s'établira 
comme  nous  l'avons  indiqué  (177),  car  dans  le  raisonnement 
que    nous    avons   fait,   nous    n'avons   pas    supposé   que   les 
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arêtes  passant  par  les  positions  correspondantes  des  mobiles 
auxiliaires,  et  qui  sont  situées  sur  les  traces  d'un  même 
plan  auxiliaire,  soient  parallèles.  Les  chiffres  placés  sur  les 
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Fig.  144. 

bases  et  sur  les  points  de  l'intersection  indiquent  la  marche 
que  nous  avons  suivie. 

Nous  avons  représenté  sur  la  figure  la  pyramide  S  en- 
taillée par  la  pyramide  T  en  suivant  toujours  les  règles  indi- 
quées (173-4°)". 

Il  est  évident  que  si  les    pyramides  ont  leurs  bases  sur 


POLYEDRES  191 

le  même  plan,  il  faudra  toujours  joindre  les  deux  sommets, 
prendre  la  trace  de  la  droite  ainsi  obtenue  sur  le  plan 
commun  des  deux  bases  et  faire  passer  les  traces  des  plans 
auxiliaires  par  ce  point.  Ces  constructions  de  l'intersec- 
tion de  deux  pyramides  ne  difFèrent  donc  de  celles  qui  s'ap- 
pliquent aux  deux  prismes  qu'en  ce  que  les  traces  des 
plans  auxiliaires  sont  des  lignes  concourantes  au  lieu  d'être 
des  parallèles. 

187.  —  Nous  donnons  sur  la  figure  145  un  exemple  de 
la  construction  que  nous  venons  d'exposer.  Nous  avons  pris 
deux  plans  de  projection;  une  des  pyramides  a  sa  base 
dans  le  plan  horizontal,  c'est  le  triangle  ahc,  a'ù'c'  ;  le  som- 
met est  le  point  s,  s'.  La  seconde  pyramide  a  sa  base  dans 
le  plan  vertical;  c'est  le  triangle  clef,  def,  le  sommet  est 
le  point  t,  t' .  Nous  avons  tracé  la  droite  qui  joint  les  deux 
sommets  ^S,  ^'S',  et  nous  avons  pris  les  traces  de  cette 
droite  sur  les  plans  des  deux  bases;  ce  senties  points  h,  h' 
et  kk' .  Un  des  plans  auxiliaires  a  pour  trace  sur  ce  plan 
horizontal  hhg  et  pour  trace  sur  le  plan  vertical  ^'7' ;w'À-',  Ce 
plan  détermine  dans  la  pyramide  dont  le  sommet  est  t,  i  les 
deux  droites  dont  les  projections  sont  /7,  tl  et  im  ,  tm 
qui  déterminent  sur  l'arête  tb,    t'b'  les  points  1,  1'  et  4,  4'. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  poursuivre  sur  cette  figure 
la  construction  de  tous  les  autres  points  et  à  se  rendre 
compte  de  la  représentation  qui  y  a  été  faite  de  l'ensemble 
des  deux  pyramides. 

188.  Prisme  et  pyramide* —  Nous  avons  déjà  dit 
qu'on  pouvait  considérer  un  prisme  comme  une  pyra- 
mide dont  le  sommet  est  à  l'infini.  Nous  appliquerons  donc 
la  construction  précédente  :  la  droite  qui  joint  les  sommets 
des  deux  pyramides  est  la  parallèle  aux  arêtes  du  prisme 
menée  par  le  sommet  de  la  pyramide.  Tout  ce  que  nous 
avons  dit  au  sujet  de  l'intersection  des  deux  pyramides 
s'appliquera  exactement,  et  nous  avons  déjà  montré  dans  la 
figure  137  la  construction  dans  le  cas  où  les  deux  bases 
sont  dans  le  même  plan. 
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189.  Nous  ne  pensons  pas  qu'il  soit  utile  de  revenir  sur 
les  propriétés  des  angles  polyèdres  dont  l'étude  fait  partie 
de  la  géométrie  élémentaire.  Nous  nous  contenterons  de 
rappeler  les  conditions  rÉcessaires  et  suffisantes  pour  qu'un 
angle  trièdre  puisse  être  formé  avec  des  éléments  donnés. 

1°  La  plus  grande  face  doit  être  inférieure  à  la  somme 
des  deux  autres  ; 

2°  La  somme  des  faces  données  doit  être  plus  petite  que 
quatre  angles  droits. 

Si  l'on  donne  les  dièdres  au  lieu  des  faces,  les  mêmes 
conditions  doivent  être  remplies,  car  on  doit  toujours 
pouvoir  former  un  trièdre  supplémentaire  du  trièdre  con- 
sidéré, et  dans  ce  trièdre  les  faces  seront  les  suppléments 
des  angles  dièdres  donnés. 

Un  angle  trièdre  comprend  trois  faces  et  trois  dièdres, 
la  connaissance  de  trois  de  ces  éléments  suffit  pour  déter- 
miner l'angle;  il  en  résulte  qu'il  y  a  six  cas  à  considérer. 

Nous  nommons  A.  B.  C.  les  trois  faces. 

a.    ^.    Y-    1®^  dièdres  respectivement  op- 
posés à  chacune  d'elles. 

On  peut  donner  :  1°  les  trois  faces  A.  B.  C; 

2°  Deux  faces  et  le  dièdre  compris  A.  B.  y; 

3°  Deux  faces  et  le  dièdre  opposé  à  l'une  d'elles  A.  B.  a; 

4"  Une  face  et  les  dièdres  adjacents  A.  j3.  y, 

5"  Une  face,  un  dièdre  adjacent,  le  dièdre  opposé  A.  3-  oc; 

6°  Les  trois  dièdres  a.  [5.  y. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  réduire  ces  cas  h  trois,  au  moyen 
de  trièdres  supplémentaires.  Nous  résoudrons  directement 
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les  cinq  premiers  et  nous  donnerons  seulement  plus  tard 
dans  la  seconde  partie  la  solution  directe  du  sixième. 

190.  Premier  eas.  —  On  donne  les  trois  faces  A.  B.  C, 
on  veut  construire  les  angles  dièdres.   (Fig.  145.) 

Je  suppose  que  la  face  C  soit  la  plus  grande  des  faces 
données,  je  place  cette  face  en  aSb  dans  le  plan  de  pro- 
jection. L'arête  Sa  sépare  la  face  C  de  la  face  B,  je  suppose 
qu'on  a  fait  tourner  la  face  B  autour  de  Sa  pour  la  rabattre 


--  --   c. 


sur  le  plan  de  projection,  elle  vient  alors  en  B,;  c^  Sa  étant 
l'angle  de  cette  face,  et  la  troisième  arête  du  trièdre  est 
rabattue  en  Se, 

De  même  je  fais  tourner  la  face  A  autour  de  l'arête  Si, 
je  la  rabats  sur  le  plan  de  projection,  elle  vient  en  A,,  et 
la  troisième  arête  du  trièdre  est  rabattue  en  Se  . 

Se,  et  Se,  sont  les  rabattements  de  la  troisième  arête  du 
trièdre,  et  je  vais  relever  cette  droite. 

Je  prends  sur  le  rabattement  Se,  un  point  e,,  ce  point  en 
se  relevant  va  décrire  autour  de  Sa  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  Sa  et  qui  sera  projeté  suivant  la  per- 
pendiculaire e,e  (129). 

13 
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Je  prends  sur  le  rabattement  Se,  un  point  c^  tel  que  Se, 
=  S6',;  les  points  c^  et  c,  seront  les  rabattements  d'un  même 
point  de  la  troisième  arête;  je  relève  le  point  Cj,  la  pro- 
jection se  déplace  sur  la  perpendiculaire  c^d  à  Sb;  par 
conséquent  la  projection  du  point  c\  c\,  est  en  c,  à  la  ren- 
contre de  c^e  et  de  c^d. 

Pour  achever  la  détermination  de  ce  point,  il  faut  sa  cote. 
La  longueur  dc^  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
qui  a  pour  côtés  de  l'angle  droit  la  distance  cd  de  la  pro- 
jection horizontale  à  la  charnière  et  la  cote  du  point,  noub 
construisons  ce  triangle  rectangle  en  cdc  ;  ce  est  la  cote  du 
point  (129).  L'angle  aigu  en  d  du  triangle  rectangle  est 
l'angle  3  avec  le  plan  de  projection  du  plan  déterminé  par 
le  point  c  et  la  droite  Sb;  ce  plan  est  celui  de  la  face  A, 
l'angle  aigu  en  d  représente  donc  le  dièdre  ^  compris  entre 
les  faces  C  et  A  (44). 

Nous  pouvons  obtenir  la  cote  du  point  c  à  l'aide  du 
rabattement  c^  et  nous  construisons  comme  précédemment 
le  triangle  ecc\;  cc\  est  la  cote  qui  doit  être  égale  à  ce 
trouvée  précédemment  (129). 

L'angle  aigu  en  e  du  triangle  ecc\  est  l'angle  dièdre  y. 
compris  entre  les  faces  C  et  B  (44). 

La  troisième  arête  est  donc  Se;  le  trièdre  est  déterminé; 
nous  avons  obtenu  la  construction  de  deux  dièdres;  il  ne 
nous  reste  qu'à  construire  le  dièdre  y  suivant  l'arête  Se. 
C'est  l'angle  de  deux  plans  dont  Se  est  lintersection.  Nous 
répétons  la  construction  connue  (138).  Nous  prenons  pour 
plan  vertical  le  plan  qui  projette  Se,  la  projection  verticale 
de  la  ligne  sera  Sc'^  obtenue  en  prenant  cc\=cc  .  Nous 
menons  le  plan  perpendiculaire  à  l'arête,  ses  traces  sont 
ghk,  hf,  et  nous  rabattons  le  point  /"  en  F.  L'angle  cherché 
Y  est  gPk. 

Il  est  évident  que  nous  pouvions  relever  les  points  e,  et 
e,  au-dessous  du  plan  de  projection,  et  que  nous  aurions 
obtenu  un  point  C  symétrique  par  rapport  au  plan  de  pro- 
jection du  point  que  nous  avons  considéré.  Nous  avons 
donc  deux  tiièdres  symétriques  qui  répondent  h  la  ques- 
tion. 
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La  construction  même  de  la  côte  du  point  C  exige  que  la 
face  C  soit  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres,  et 
lait  ainsi  ressortir  la  condition  de  possibilité  du  trièdre. 

Prenons  l'angle  C  plus  grand  que  la  somme  des  deux 
angles  A  et  B,  et  répétons  la  construction  précédente 
(fig.  145  ijs),  nous  obtiendrons  toujours  un  pointe,  intersec- 
tion des  deux  perpendiculaires  c^e  etc^d;  décrivons  le  cercle 
(jui  a  pour  rayon  Sc^^Sc,^,  la  corde  c\e  coupera  ce  cercle 
en  n  et  l'angle  aSn  sera 
égal  à  B;  la  corde  c^d  -- 
coupera  le  cercle  en  ni  et 
l'angle  ijSm  sera  égal  à 
A,  les  droites  Sn,  Sm 
seront  placées  comme  le 
montre  la  figure,  et  le 
point  c  sera  extérieur 
au  cercle  ;  si  nous  vou- 
lons obtenir  la  cote  du 
point,  il  faudra  cons- 
truire un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  c^e==en, 
et  pour  côté  de  l'angle  droit  ec  plus  grand  que  l'hypoté- 
nuse; le  point  c  n'est  pas  la  projection  d'un  point  de  la 
troisième  arête  puisqu'on  ne  peut  déterminer  sa  cote,  et 
le  trièdre  est  impossible. 

Nous  ne  pouvons  faire  ici  la  discussion  de  ce  premier  cas 
de  l'angle  trièdre,  nous  reprendrons  cette  discussion  dans 
la  seconde  partie  du  cours. 

Cas  parliciiliers  :  1°  Une  des  faces  est  lectangula&e. 

Il  n'y  a  aucun  changement  à  faire  à  la  construction,  le 
dièdre  opposé  à  la  face  rectangulaire  n'est  pas  droit. 

2°  Deux  faces  sont  rectangulaires . 

Les  deux  dièdres  opposés  sont  droits,  parce  que  l'arête 
intersection  des  deux  faces  rectangulaires  est  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  troisième  face. 

3"  Les  trois  faces  sont  rectangulaires. 

Alors  les  trois  dièdres  sont  droits,  le  trièdre  est  trirec- 
tangle. 

191.  Ai>3>9icati(>Ai<^.  —  Mener  une  droite  rencontrant 
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deux  droites  données  et  faisant  avec  elles  des  angles  donnés 
(fig.  146). 

Soient  A  et  B  les  droites  données  et  C  la  ligne  qui  fait 
avec  les  deux  premières  des  angles  donnés. 

Par  un  point  d  pris  sur  la  droite  A,  nous  menons  une 

parallèle  (/A  à  B  et  une  pa- 
rallèle de  à  C  ;  ces  trois 
droites  forment  un  trièdre 
dans  lequel  nous  connaissons 
l'angle  fdh  que  forment  en- 
tre elles  les  deux  droites 
données,  et  les  angles  que 
forme  la  troisième  avec  les 
deux  premières,  par  consé- 
quenl^  si  nous  construisons 
la  troisième  arête  de  de  ce 
trièdre  dont  nous  connais- 
sons les  trois  foces,  nous 
obtiendrons  une  parallèle  à  la  ligne  demandée,  et  nous 
serons  ramenés  à  ce  problème  que  nous  avons  déjà  résolu  : 
construire  une  parallèle  à  une  direction  donnée  et  rencon- 
trant deux  droites  données  (73). 

La  discussion  de  ce  problème  est  la  même  que  celle  du 
trièdre,  nous  y  reviendrons,  pour  montrer  qu'il  peut  rece- 
voir deux,  trois,  ou  quatre  solutions. 

192.  Réduire  un  angle  à  l'horizon  (fig.  147). 
Ce  problème  est  posé 
de  la  manière  suivante  : 
d'un  point  S,  un  obser- 
vateur a  mesuré  l'angle 
que  fait  une  direction  SB 
avec  la  verticale  Sa,  l'an- 
o-le  que  fait  une  autre 
direction  SC  avec  la 
même  verticale,  et  l'an- 
gle que  font  entre  elles 
les  deux  directions  SB 
et  SC,   on  veut  construire  la  projection  de  l'angle  observé 
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BSC  sur  un  plan    horizontal  H  perpendiculaire  à  la   ver- 
ticale Sa. 

Nous  avons  à  construire  l'angle  dièdre  suivant  Sa,  d'an 
Irièdre  dont  nous  connaissons  les  trois  faces.  On  dispose 
généralement  la  figure  d'une  manière  particulière  (fig.  148). 

On  place  l'angle  a  SB  dans  le  plan  vertical,  et  l'on  cons- 
truit la  vraie  grandeur  de  l'arête  SC;  pour  cela  on  trace 
dans  le  plan  vertical 
la  droite  SCj  faisant 
avec  Sa  l'angle  ob- 
servé cSa,  le  triangle 
rectangle  aC^S  est  la 
vraie  grandeur  du  tri- 
angle aSC;  le  point  c 
se  trouvera  donc  à 
une  distance  du  point 
a  égale  à  ac^  ;  nous 
décrivons  du  point  a 
comme  centre  un  cer- 
cle avec  cette  lon- 
gueur. 

Nous  construisons  ensuite  la  vraie  longueur  de  BC  ;  dans 
le  triangle  SBC  nous  connaissons  l'angle  CSB  et  les  lon- 
gueurs SB  et  SC  qui  sont  sur  notre  figure  SB  et  SC^,  nous 
construisons  le  triangle  et  nous  obtenons  la  longueur  BC^; 
de  B  comme  centre  avec  BC,  comme  rayon  nous  décrivons 
un  arc  de  cercle  qui  détermine  le  point  c;  l'angle  cherché 
est  caB. 

Exercices.  —  1°  On  donne  deux  droites  de  front,  cons- 
truire une  droite  rencontrant  ces  deux  droites  et  faisant 
avec  elles  des  angles  donnés. 

2°  On  donne  un  plan  par  ses  traces,  et  un  point  extérieur  ; 
mener  par  le  point  une  droite  faisant  avec  le  plan  horizontal 
et  avec  le  plan  donné  des  angles  donnés. 

193.  Se  cas.  —  Deux  faces  A  eï  B  ef  le  dièdre  compris 
(fig.  149.) 

Nous  plaçons  l'une  des  faces  B,  par  exemple,  dans  le 
plan  de  projection  en  cSa.   L'arête  Se  sépare  la  face  B  de 
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la  face  A,  nous  rabattons  la  (ace  A  autour  de  Se,  et  cette 
lace  vient  en  cSb^,  la  troisième  arête  est  rabattue  en  SZ»,. 
Nous  prenons  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  Se,  ce  plan 
coupe  le  dièdre  Se  formé  par  les  deux  faces  B  et  A  suivant 
le  dièdre  y»  en  sorte  que  si  nous  menons  la  droite  d'c  faisant 


Fig.  149. 

avec  LT  l'angle  y  nous  aurons  la  trace  verticale  du  plan  de 
la  face  A  (44).  Relevons  le  point  h^,  ce  point  décrit  un 
cercle  dans  le  plan  vertical  et  vient  se  placer  sur  la  trace 
verticale  de  la  face  A  en  b\  en  sorte  que  Sh  est  la  projection 
de  la  troisième  arête,  et  le  trièdre  est  construit.  Nous  dé- 
terminerons facilement  la  grandeur  de  la  face  C  en  rabat- 
tant le  plan  de  cette  face  autour  de  S^;  le  point  b,b'  vient 
en  ^;  l'angle  «S^  est  la  vraie  grandeur  de  l'angle  C,  la 
construction  nous  donne  en  même  temps  en  b\fb,  le  dièdre  x 
suivant  l'arête  Sa  (44). 

On  construirait  le  troisième  dièdre  suivant  Sb,  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  fait  dans  le  cas  précédent,  en  appliquant 
la  construction  ordinaire  de  l'angle  de  deux  plans  (134).  Le 
trièdre  est  toujours  possible,  et  nous  ne  trouvons  évidem- 
ment qu'une  seule  solution,  car  si  l'on  prenait  le  seconil 
point  de  rencontre  A'  de  l'arc  de  cercle  décrit  par  le  point  'y 
avec  la  trace  du  plan  de  la  face  A,  on  trouverait  SA*  pour 
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troisième  arête,  et  le  trièdre  ainsi  obtenu  ne  répondrait  pas 
à  la  question,  l'angle  dièdre  suivant  Se  serait  le  supplé- 
ment de  l'angle  donné  v- 

194.  3^  cas.  —  Deux  faces  et  le  dièdre  opposé  à  L'une 
d'elles  k.  C-Y-  (fig-  150.) 

Nous  plaçons  la  face  A  dans  le  plan  de  projection  en  cSè. 

L'arête  Sb  sépare  la  face  A  de  la  face  C,  nous  rabattons 
cette  face  sur  le  plan  de  projection  autour  de  Sb  en  bSc^\ 


\ 


Fi^.   150 

le  dièdre  donné  y  est  le  dièdre  suivant  Se,  nous  prenons 
un  plan  vertical  LT  perpendiculaire  à  Se,  la  droite  fc  qui 
fait  avec  la  ligne  de  terre  l'angle  y  est  la  trace  verticale  du 
plan  de  la  face  B  qui  fait  avec  A  l'angle  y- 

C'est  dans  ce  plan  que  doit  venir  se  relever  la  troisième 
arête  rabattue  suivant  Scj. 

Si  nous  relevons  le  point  c,  de  cette  arête,  ce  point  dé- 
crira un  cercle  autour  de  S^,  bc^  en  est  le  rayon  et  le  point 
de  rencontre  de  ce  cercle  avec  le  plan  fcS  de  la  face  B  sera 
la  position  du  point  a. 

Le  cercle  est  contenu  dans  un  plan  vertical  L,Tj,  nous 
allons  construire  la  trace  du  plan  de  la  face  B   sur  le  plaa 
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vertical  L,Tj  et  prendre  les  points  d'intersection  du  cercle 
et  de  la  trace. 

Nous  avons  donc  à  effectuer  un  changement  de  plan  ver- 
tical par  rapport  au  plan  f'cS  (52). 

Les  lignes  de  terre  LT  et  L,T,  se  croisent  en  e;  nous 
élevons  les  perpendiculaires  égales  eè  =^ee\  et  de\  est  la 
nouvelle  trace  verticale  du  plan. 

Les  points  d'intersection  du  cercle  avec  la  droite  sont  les 
/)oints  a  et  A';  considérons  le  point  «',  sa  projection  hori- 
zontale est  a  et  la  droite  Sa  S'a'  est  une  position  de  la 
troisième  arête  cherchée. 

Les  éléments  inconnus  du  trièdre  s'obtiendront  aisément 
comme  dans  les  cas  précédents. 

Le  point  A', A,  fournit  une  autre  solution  de  la  question. 
Ainsi  le  cercle  coupant  la  droite  en  deux  points  il  y  a  deux 
solutions.  Cependant  si  l'angle  C  avait  une  grandeur  telle  que 
bSm  ,  le  cercle  couperait  la  droite  en  deux  points  m'etn',  et  le 
point  n'  ne  répondrait  pas  à  la  question .  Ce  point  est  bien  dans 
le  plan  de  la  face  B,  mais  au-dessous  du  plan  horizontal,  et 
le  trièdre  qui  correspondrait  à  ce  point  aurait  pour  angle 
dièdre  suivant  Se  non  plus  l'angle  y  mais  le  supplément  de  y- 
Si  le  cercle  touche  la  droite  il  n'y  aura  qu'une  solution, 
et  s'il  ne  la  rencontre  pas  le  trièdre  sera  impossible. 

195.  4e  cas.  —  Une  face  et  les  deux  dièdres  adjacents. 

A.^.a.  (fig.  151.) 

On  pourrait  considé- 
rer le  trièdre  supplé- 
mentaire ayant  pour 
face  B  et  C,  supplé- 
ments de  ^  et  Y,etpour 
angle  dièdre  compris 
a  supplément  de  A,  et 
construire  les  élé- 
ments inconnus  de  ce 
trièdre.  11  est  préfé- 
rable d'opérer  direc- 
tement. 
fi^   151  Nous  plaçons  la  face 
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donnée  A  dans  le  plan  de  projection  en  hSc,  nous  connais- 
sons les  dièdres  S^  et  Se  qui  sont  les  angles  que  font  avec 
les  plans  de  projection,  les  plans  des  faces  B  et  C,  et  nous 
devons  construire  l'intersection  de  ces  deux  plans.  Nous 
prenons  un  plan  vertical  LT  perpendiculaire  à  Sb,  il 
coupe  la  face  G  suivant  ab  faisant  avec  la  ligne  de  terre 
l'angle  (3  (49). 

Nous  prenons  un  second  plan  vertical  L,T,  perpendicu- 
laire à  Se,  il  coupe  la  face  B  suivant  a\c  faisant  avec  L,Tj 
un  angle  égal  à  y  (49). 

Nous  coupons  les  deux  plans  par  un  plan  horizontal.  La 
trace  de  ce  plan  sur  le  plan  vertical  LT  est  une  droite  H,  et 
il  détermine  dans  le  plan  abS  une  horizontale  dont  la  trace 
verticale  est  d'  et  dont  la  projection  horizontale  est  d'à. 

La  trace  de  ce  plan  sur  L^T,  est  la  droite  Hj  à  la  même 
cote  que  H,  et  il  détermine  dans  le  plan  a\cS  une  horizon- 
tale dont  la  trace  verticale  est  au  point  a\,  et  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  d'^a.  Le  point  a  où  se  rencontrent 
ces  deux  horizontales  est  un  point  de  la  troisième  arête 
dont  la  cote  est  ad'.  La  troisième  arête  a  pour  projection 
Sa  et  est  déterminée. 

C'est  la  construction  que  nous  avons  donnée  pour  l'in- 
tersection de  deux  plans  déterminés  par  leurs  traces  hori- 
zontales et  les  angles  qu'ils  fout  avec  le  plan  horizontal. 

Les  autres  éléments  du  trièdre  seront  faciles  à  obtenir. 
Le  problème  admet  encore  une  seule  solution  à  moins 
qu'on  ne  construise  la  solution  symétrique  par  rapport  au 
])lan  de  la  face  A. 

196.  5«  cas.  —  Une  face,  un  dièdre  adjacent,  le  dièdre 
opposé  A. (S. a  (fig.  152.) 

Nous  prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  de  la  face 
adjacente  aux  deux  dièdres  donnés.  C'est  le  plan  de  la  face 
C  qui  est  inconnue. 

Nous  traçons  l'arête  Sb,  intersection  de  cette  face  avec  la 
face  donnée  A  et  nous  rabattons  la  face  A  en  bSc^  sur  le 
plan  horizontal. 

Prenons  ensuite  un  plan  vertical  LT  perpendiculaire  à 
Sb,  la  trace  verticale  du  pbn  de  la  face  A  sera  c'b  faisant 
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avec  la  ligne  de  terre  l'angle  3  ('^9).  Nous  pouvons  relever 
l'arête  rabattue  en  S(\  le  point  c^  vient  en  c',  et  Se  est  la 
projection  horizontale  de  l'arête. 

Le  plan  de  la  troisième  face  B  passe  par  l'arête  Se  et  lait 
avec  le  plan  de  la  face  C,  c'est-à-dire  avec  le  plan  hori- 
zontal l'angle  donné  x,  sa  trace  verticale  passera  par  le 
point  c.  Supposons  qu'on  ait  fait  tourner  ce  plan  autour 
de  la  verticale  c'c  pour  l'amener  à  être  perpendiculaire  au 
plan  vertical  (123).  x\lors  la  trace  verticale  sera  c'a  faisant 


Fig.   152. 

avec  la  ligne  de  terre  l'angle  x  du  plan  avec  le  plan  horizontal, 
sa  trace  horizontale  sera  oP  perpendiculaire  à  LT  (49). 

Quand  ce  plan  reviendra  h  sa  position,  sa  trace  horizon- 
tale restera  tangente  au  cercle  décrit  du  point  c  comme 
centre  et  tangent  à  cette  trace,  c'est-à-dire  au  cercle  dont 
le  rayon  est  co;  d'ailleurs  cette  trace  horizontale  qui  sera 
l'intersection  de  la  face  B  avec  la  face  C,  c'est-à-dire  la 
troisième  arête,  devra  passer  par  le  sommet  S.  Nous  allons 
donc  mener  du  point  S  la  tangente  S/'au  cercle  cS. 

Cette  tangente  est  la  trace  de  la  face  B;  c'est  la  troi- 
sième  arête   Sa,    et  le    trièdre    est   construit;    bSa    est  la 
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vraie  grandeur  de  la  lace  C.  Les  éléments  Inconnus  du 
trièdre  sont  faciles  à  obtenir.  Du  point  S  on  peut  mener 
au  cercle  f5  la  tangente  S^'".  Cette  tangente  sera  bien  la 
trace  d'un  plan  faisant  avec  le  plan  horizontal  l'angle  a; 
mais  cet  angle  a  ne  sera  pas  compris  dans  le  trièdre  qui 
renfermera  son  supplément,  et  le  trièdre  ainsi  obtenu  ne 
répond  pas  à  la  question. 

On  eût  pu  encore  ramener  ce  cas  au  troisième,  au 
moyen  du  trièdre  supplémentaire. 

197.  6e  cas.  Les  trois  dièdres  a..^.^. 

Nous  donnerons  plus  tard  une  solution  directe  pour  ce 
cas,  actuellement  nous  ne  pouvons  indiquer  que  la  solution 
au  moyen  du  trièdre  supplémentaire  dont  les  trois  faces 
seraient  180°  —a,  180°—  (3,  180°  —  y;  on  construira  les 
dièdres  A^,  B,,  C,,  et  les  faces  du  dièdre  proposé  seront 
180  —  Aj,  180°  —  B„  180°—  C,. 

198.  Angle  trîèclre  trirect angle.  —  Si  l'on  con- 
sidère les  projections  horizontales  de  trois  droites  partant 
d'un  même  point  et  faisant  entre  elles  des  angles  obtus, 
ces  trois  droites  peuvent  être  considérées  comme  les  pro- 
jections des  arêtes  d'un  angle  trièdre  trirectangle. 

Si  l'on  donne  la  trace  d'une  des  arêtes  sur  le  plan  de 
projection,  la  position  du  trièdre  est  déterminée.  On 
donne  les  trois  lignes  Sa,  S/>,  Se  et  la  trace  a  de  l'une 
d'elles.  Nous  allons  déterminer  d'abord  la  trace  du  trièdre 
sur  le  plan  de  projection  (fig.  153). 

Une  arête  du  trièdre  est  perpendiculaire  au  plan  de  la 
face  opposée,  sa  projection  fait  un  angle  droit  avec  la 
trace  de  cette  face.  Ainsi  la  trace  de  la  face  aSb  passe  par 
le  point  a,  et  est  perpendiculaire  sur  Se,  c'est  donc  ab\ 
de  même  la  trace  de  la  face  «Se  passe  par  le  point  a  et 
est  perpendiculaire  sur  S^,  c'est  donc  ac^  la  troisième 
trace  est  cb,  et  comme  vérification  cette  trace  est  perpendi- 
culaire sur  Sa. 

La  trace  du  trièdre  est  le  triangle  abc. 

Nous  pouvons  construire  la  cote  du  sommet;  le  plan  ver- 
tical cSd  coupe  la  face  aSb  suivant  une  droite  Sûf  rectan- 
gulaire avec  Se;  donc  nous  décrivons   une   demi-circonfé- 
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rence  sur  cd  et  nous  élevons  une  perpendiculaire  au  point 
S,  la  longueur  SS'  sera  la  cote  du  point  S. 

cS'  sera  la  vraie  longueur  de  l'arête  Se  et  l'angle  S' cd 
sera  l'angle  de  cette  arête  avec  le  plan  horizontal. 

11  est  facile  de  construire  les  longueurs  des  autres  arêtes 
et  leurs  angles  avec  le  plan  horizontal.  Ainsi  pour  l'arête 
S/»,  nous  faisons  tourner  cette  arête  autour  de  la  verticale 


Fig.  153. 

SS',  de  manière  à  l'amener  dans  notre  plan  vertical,  le  point 
0  vient  en  b^  (111);  S'Z»,  est  la  longueur  de  l'arête,  et  l'angle 
S7v,  S  est  son  angle  avec  le  plan  horizontal.  Nous  ferons 
pour  la  troisième  des  constructions  analogues. 

199.  Ëx:ercices.  —  1°  On  donne  la  projection  et  la 
longueur  d'une  arête  d'un  angle  trièdre  trirectan^le,  la  lon- 
gueur d'une  autre  arête.  Construire  le  trièdre.  (Fig,  154.) 

Sa  est  la  projection  donnée,  a  est  la  trace. 

Nous  prenons  pour  plan  vertical  le  plan  qui  projette 
l'arête  Sa,  la  projection  verticale  du  point  S  est  sur  la 
verticale  SS,',  la  vraie  longueur  de  l'arête  est  connue, 
si  nous  menons  l'oblique  aSj  égale  à  la  longueur  donnée, 
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le  point  S,  sera  donc  la  projection  verticale  du  point  S. 
Le  plan  vertical  LT  coupe  la  face  opposée  h  l'arùte  Sa 
suivant  une  perpendiculaire  à  cette  arête  ;  menons  S,flJ'  à 
angle  droit  sur  S^a,  nous  aurons  la  trace  verticale  de  la 
face,  et  sa  trace  horizontale  sera  bd'c,  rectangulaire  sur  la 
ligne  de  terre.  L'arête  Sb  dont  la  longueur  est  donnée  est 
dans  la  face  opposée  à  Sa,  et  sa  trace  est  sur  bd'c.  Amenons 
cette  ligne  dans  le  plan  vertical  par  une  rotation  autour  de 
la  verticale  SSj(i05),  elle  viendra  en  S^b^,  cette  ligne  ayant 
la  grandeur  donnée,  et  sa  trace  horizontale  b^  décrira  un 
cercle  qui  rencontrera  bc  au  point  b  trace  de  l'arête. 


x^/, 


Flg.  154. 

L'arête  est  Sb,  par  suite  la  troisième  a  pour  projection 
Se  perpendiculaire  à  ab. 

On  obtiendra  évidemment  une  solution  symétrique  en 
f  prenant  le  second  point  de  rencontre  du  cercle  lieu  de  la 
trace  b^  avec  la  ligne  bd'c. 

2"  On  donne  la  projection  horizontale  d'une  arête,  la 
cote  du  sommet,  l'angle  d'une  autre  arête  avec  le  plan  hori- 
zontal. Construire  le  trièdre. 

3"  On  donne  la  projection  horizontale  d'une  arête,  son 
angle  avec  le  plan  horizontal,  l'angle  d'une  autre  arête  avec 
\    le  plan  horizontal.  Construire  le  trièdre. 

4°  Sur  un  triangle  acutangle  donné  construire  un  trièdre 
trirectangle. 

5°  Construire  un  plan  qui  coupe  un  trièdre  trirectangle 
suivant  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 


SPHÈRE.  INSCRITE 

ET    SPHÈRE    CIRCONSCRITE    AU    TÉTRAÈDRE 


Problème  :  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétra- 
èdre, ou  plus  généralement  Construire  une  sphère 
tangente  à  quatre  plans. 

200.  Leninie  I.  —  Quand  une  sphère  est  tangente  à 
deux  plans,  son  centre  est  à  égale  distance  de  ces  deux 
plans  et  se  trouve  dans  le  plan  bissecteur  de  dièdre  qu'ils 
comprennent  ;  de  plus  les  points  de  contact  des  deux  plans 
avec  cette  sphère  sont  à  égale  distance  de  leur  intersection 

201.  Lemnie  II<  —  Quand  une  sphère  est  inscrite  dans 
un  angle  trièdre,  son  centre  se  trouve  à  égale  distance  des 
trois  faces,  et  par  conséquent  il  est  sur  la  droite  suivant 
laquelle  se  coupent  les  trois  plans  bissecteurs  des  dièdres 
formés  par  les  trois  faces.  Les  points  de  contact  avec  les 
trois  faces  sont  à  égale  distance  du  sommet  du  trièdre. 

202.  Leninie  111*  —  i°  Dans  un  tétraèdre  les  six 
plans  bissecteurs  intérieurs  des  angles  dièdres  se  coupent 
en  un  même  point  qui  est  le  centre  de  la  sphère  inscrite 
(fig.  155.) 

2°  Si  l'on  considère  dans  un  tétraèdre  SABC  les  trois 
dièdres  extérieurs  formés  par  une  face  SBC  et  les  prolon- 
gements des  trois  faces  adjacentes,  les  plans  bissecteurs  de 
ces  trois  dièdres  suivant  SB,  SC,  BC  et  les  plans  bissec- 
teurs des  dièdres  intérieurs  suivant  SA,  AC,  AB,  se  coupent 
en  un  même  point  qui  est  le  centre  d'une  sphère  ex-inscrite, 
tancreiite  extérieurement  à  la  face  SBC. 

3°  Si  l'on  considère  dans  le   tétraèdre   SABC,    les  deux 
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plans  bissecteurs  extérieurs  des  dièdres  suivant  SB  et  SC, 
formés  par  la  face  SBC  et  les  prolongements  des  deux  faces 
adjacentes  SAB  et  SAC,  les  plans  bissecteurs  extérieurs  des 
dièdres  suivant  AC  et  AB  formés  par  la  face  ABC  et  les 
prolongements  des  deux  faces  SAB,  SAC,  et  les  plans 
bissecteurs  intérieurs  suivant  AS  et  BC  ;  ces  six  plans  se 
coupent  en  un  même  point  qui  est  le  centre  d'une  sphère 
inscrite  dans  le  comble  prismatique  BC  ou  dans  son 
opposé  AS. 

203.  Considérons  le  tétraèdre  SABC,  cherchons  les  lieux 
de  tous  les  points  également  distants  des  trois  faces  SAB, 
SBC,  SAC,  aboutissant  au  sommet  S. 

Les  trois  plans  bissecteurs  intérieurs  se  coupent  suivant 
une  droite  SK  qui  est  le  lieu  des  points  intérieurs  au  trièdre 
également  distants  des  trois  faces  (202). 

Si  nous  considérons  les  dièdres  extérieurs  suivant  SA  et 
SB,  les  plans  bissecteurs  extérieurs  et  le  plan  intérieur 
suivant  SC  se  coupent  suivant  une  droite  SF,  lieu  des 
points  également  distants  de  la  face  ASB  extérieurement 
et  des  autres  faces  intérieurement  (202). 

Nous  aurons  de  même  une  droite  SL,  lieu  des  points 
également  distants  de  la  face  BSC  extérieurement  et  des 
autres  faces  extérieurement  (202). 

Nous  aurons  enfin  une  droite  SP,  lieu  des  points  égale- 
ment distants  de  la  face  ASC  extérieurement  et  des  autres 
faces  intérieurement  (202). 

Les  centres  de  toutes  les  sphères  tangentes  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  seront  sur  ces  droites. 

Nous  appliquons  le  lemme  3  :  Le  plan  bissecteur  intérieur 
d'un  des  dièdres  de  la  face  ABC,  du  dièdre  AB,  par  exemple, 
rencontre  la  droite  SK  au  point  0^,  centre  de  la  sphère 
inscrite,  rencontre  les  droites  SL  et  SP,  aux  points  O,,  0„ 
centres  des  sphères  ex-inscrites  aux  faces  BSC,  ASC  ;  il 
rencontre  la  droite  SF  en  un  point  0,  qui  sera  le  centre  de 
la  sphère  inscrite  dans  le  comble  prismatique  SC  ou  dans 
son  opposé  AB. 

Le  plan  bissecteur  extérieur  du  dièdre  AB,  donne  sur  la 
droite  SK  le  point  O,,  sur  la  droite  SF  le  point  O,,  centres 
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de  sphères  ex-inscrites  aux  faces  ABC  et  ASB,  et  rencontre 
les  droites  SL  et  SP  en  deux  points   0^,  0^,   centres  des 


/ 


/ 

/  , 
// 
1/ 


1/ 


Fie.  155. 

/         / 

I      /  sphères  inscrites  dans  les  combles  prismatiques 

/     /  AC,  BC,  ou  dans  leurs  opposés. 

/     /  iVous  aurons  donc  en  tout  huit  sphères  possibles. 

I    /  Du   reste    nous    renvoyons    pour    la   discussion    du 

nombre  des  sphères  et  des  conditions  dans  lesquelles 
quelques-unes  de  ces  sphères  s'éloignent  à  l'infini  à  la 
géométrie  élémentaire  de  M.  Rouché. 

Nous  pouvons  effectuer  par  les  méthodes  de  la  géométrie 
descriptive  les  constructions  que  nous  venons  d'indiquer. 

Nous  plaçons  la  face  ABC  du  tétraèdre  dans  le  plan 
horizontal,  et  nous  prenons  un  plan  vertical  perpendiculaire 
à  l'arête  AB,  le  sommet  se  projette  en  SS'  (fig.  155  his). 

Nous  construisons  d'abord  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  intérieurs  et  extérieurs  dont  Tarète  est  AS. 


i    \    --K  y  A     /    '> 
—■ — ""j^ — ^ — ^•^ 

:r\   ï       Vil 


:--r-'-^-~ 


\ 
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C'est  la  construction  de  l'angle  de  deux  plans  que  nous 
appliquons  (i34),  nous  prenons  pour  plan  vertical  auxiliaire 
AS,  et  l'arête  se  projette  en  AS'j,  le  plan  perpendiculaire  à 
l'arête  a  pour  trace  horizontale  ach,  et  ce?' est  sa  trace  verti- 
cale sur  le  plan  AS. 

Le  sommet  d'  est  rabattu  en  d^,  et  l'angle  intérieur  des 
deux  plans  est  bd^a',  nous  menons  la  bissectrice  d^f  et  la 
perpendiculaire  d^g■  qui  sera  la  bissectrice  de  l'angle  exté- 
rieur. 

Les  traces  des  deux  plans  bissecteurs  sont  A/  et  A^ 
(135). 

Nous  construisons  de  même  les  deux  plans  bissecteurs 
des  dièdres  suivant  SB  ;  l'angle  des  deux  plans  est  rabattu 
en  hl^k,  les  deux  bissectrices  sont  l^m  et  I^n  ;  les  traces  des 
deux  plans  bissecteurs  Bm  et  B/z  (134  et  135). 

Les  traces  A^  et  Bn  donnent  le  point  F  trace  d'une  des 
droites;  les  traces  Afet  Bm  donnent  le  point  K  trace  de  la 
seconde  droite.  (Comme  vérification  les  trois  points  CKF 
sont  sur  la  trace  du  plan  bissecteur  du  dièdre  intérieur  SC 
et  sont  en  ligne  droite  (202);  Afet  Bn  donnent  le  point  L 
trace  de  la  troisième  droite;  A^  et  Bm  donnent  le  point  P 
trace  de  la  quatrième  droite.  (Comme  vérification  les  trois 
points  P.  C.  L.  sont  sur  la  trace  du  plan  bissecteur  du 
dièdre  extérieur  SC  et  sont  en  ligne  droite  (202). 

Les  quatre  droites  lieux  de  tous  les  centres  sont  SK, 
SF,   SL,  SP,  et  nous  figurons  leurs  projections  verticales. 

L'arête  AB  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  ;  par 
suite  SAP'  est  la  vraie  grandeur  du  dièdre  suivant  AB; 
nous  menons  les  deux  plans  bissecteurs  dont  les  traces 
verticales  sont  if'A^t'  et  r'k.'(]' ;  le  premier  donne  sur  les 
quatre  droites  les  centres  0',,  0^;  O  ,,  0,,  0'^,  O^,  centres  de 
la  sphère  inscrite  et  de  deux  sphères  ex-inscrites,  et  déter- 
mine sur  la  droite  S  F'  le  centre  de  la  sphère  du  comble 
AB.  Le  plan  7-'Kq  donne  les  centres  O'j,  0,;  0'^,  O^ 
de  deux  sphères  ex-inscrites;  il  coupe  la  droite  SL,  S'L'  en 
un  point  situé  au-dessus  du  sommet  et  qui  est  le  centre  de 
la  sphère  du  comble  SA  opposé  à  BC,  il  coupe  la  droite 
SP,    S'P'   en  un  point   au-dessus  du  sommet  et  qui  est  le 

i« 
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centre  de  la  sphère  inscrite  dans  le  comble  SB  opposé  à 
AC. 

Les  rayons  de  ces  sphères  sont  faciles  à  obtenir,  car 
elles  sont  tangentes  au  plan  horizontal  et  au  plan  S'A', 
AB. 

204.  Autre  solution»  —  Nous  deçons  signaler  une 
construction  donnée  récemment  par  M.  Hermary 

L'auteur,  s'appuyant  sur  le  lemme  1  (200)  remarque  que 
si  l'on  rabat  l'une  sur  l'autre  les  faces  du  dièdre  qui  com- 
prend la  sphère,  les  deux  points  de  contact  coïncideront 
après  le  rabattement. 

Ensuite,  s'appuyant  sur  le  lemme  2  (201),  il  remarque 
que  si  l'on  rabat  les  trois  faces  du  tétraèdre  sur  le  plan  de 
la  base,  intérieurement,  les  quatre  points  de  contact  coïnci- 
deront en  un  même  point  qui  sera  également  distant  des 
rabattements  des  trois  sommets.  Donc  le  point  de  contact 
sera  le  centre  du  cercle  passant  par  les  rabattements  des 
trois  sommets. 

Soit  SABG  la  projection  horizontale  du  tétraèdre,  je 
rabats  la  face  ASB  sur  le  plan  horizontal  en  la  faisant  tour- 
ner autour  de  AB,  la  cote  du  sommet  est  donnée,  je  la 
prends  égale  à  SS',  et  je  fais  la  construction  connue  pour 
le  rabattement  (131),  le  point  S  vient  en  S,  ;  la  même  cons- 
truction répétée  pour  les  autres  faces  donne  les  rabatte- 
ments Sj  et  S3  ;  je  mène  des  perpendiculaires  au  milieu  des 
droites  SjS^  et  S^Sj,  le  point  de  rencontre  de  ces  perpendi- 
culaires donne  le  point  0,  centre  du  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points,  et  projection  du  point  de  contact  de  la 
sphère  inscrite  avec  le  plan  de  base;  il  faut  encore  déter- 
miner la  cote  de  ce  point;  pour  cela  nous  allons  relever  le 
point  de  contact  avec  l'une  des  faces,  avec  la  face  ASB,  par 
exemple. 

Or  la  construction  du  rabattement  S,  nous  a  donné  en 
SaS'  l'angle  de  la  face  avec  le  plan  horizontal,  nous  allons 
faire  un  relèvement  au  moyen  de  la  ligne  de  plus  grande 
pente. 

Nous  imaginons  le  plan  vertical  perpendiculaire  à  l'arête 
AB  et  passant  par  le  point  0,   nous  rabattons  ce  plan  ;  sa 
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trace  horizontale  est  Of  perpendiculaire  à  AB,  et  nous 
menons  par  /"une  droite  parallèle  à  aS',  (elle  fera  avec  of 
l^Migle  de  la  face  et   du  plan    de  base).   Nous   reportons  la 


A- 


St     ~" 
Fig.  156. 

longueur  fo  en  fo\.  Le  point  0\  donne  la  position  du  point 
de  contact  de  la  sphère  avec  SAB. 

Nous  élevons  au  point  o  une  perpendiculaire  à  fo,  au 
point  O',  une  perpendiculaire  à  aS\  elles  se  croisent  au 
point  o  :  00  est  la  cote  du  centre,  et  en  même  temps  le 
rayon  de  la  sphère. 

Si     nous     voulons    déterminer   une   autre    sphère,    par 
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exemple,  la  sphère  ex-inscrite  0\  de  la  figure  précédente, 
nous  ferons  toujours  les  rabattements  des  trois  faces  du 
tétraèdre,  de  manière  à  obtenir  la  superposition  des  points 
de  contact;  nous  voyons  alors  que  les  faces  BSC,  ASC 
doivent  être  rabattues  dans  le  même  sens  que  la  première 
fois,  mais  il  faudra  rabattre  la  face  ASB  en  sens  contraire, 
extérieurement  au  tétraèdre  ;  le  point  S  viendra  en  S^, 
symétrique  du  point  S,  par  rapport  à  AB. 

La  projection  du  centre  de  la  sphère  correspondra  au 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  S^S^Sj.  On  relèvera 
ce  point  comme  précédemment.  Nous  obtiendrons  le  centre 
de  la  sphère  O3,  correspondant  à  la  face  BSC  en  construisant 
le  triangle  SjSjS^,  S^,  étant  symétrique  de  S,,  par  rapport 
à  CB. 

Nous  prendrons  de  même  Sg,  symétrique  de  S,,  par  rap- 
port à  CA,  et  le  triangle  S^SjSg  nous  donnera  le  centre  de 
la  sphère  0^. 

Pour  obtenir  le  centre  de  la  sphère  0^  il  faudra  rabattre  les 
trois  faces  extérieurement,  et  c'est  le  centre  du  cercle  circons- 
crit au  triangle  S^S.Sg  qui  fournira  le  centre  de  la  sphère. 

Restent  les  sphères  des  combles  :  pour  le  comble  AB  il 
faudra  rabattre  la  face  ASB  intérieurement;  le  point  S  en 
S,,  les  deux  autres  extérieurement,  le  sommet  en  S^  et  S,; 
on  prendra  le  centre  du  triangle  SjS.Sg. 

Remarquons  que  le  centre  sera  au  delà  de  AB,  en  sorte 
que  quand  nous  relèverons,  ce  centre  viendra  au-dessus  du 
plan  de  base  du  tétraèdre,  la  sphère  ne  sera  pas  dans  le 
comble  AB,  mais  dans  son  opposé  SC. 

Pour  le  comble  AC,  nous  considérerons  le  triangle  SjS^S,  ; 
la  sphère  sera  encore  dans  le  comble  SB  et  non  dans  le 
comble  AC. 

La  dernière  sphère  sera  donnée  par  le  triangle  S^S^S,. 
Cette  fois  le  centre  se  trouvera  au-dessous  de  CB,  c'est- 
à-dire  au-dessous  du  plan  horizontal,  et  la  sphère  sera  bien 
dans  le  comble  CB. 

Dans  l'un  de  ces  triangles  SjS^Sg,  ou  SjS^S,,  ou  S,S^S„ 
les  trois  sommets  peuvent  être  en  ligne  droite,  ce  qui  rejet- 
terait à  l'infini  l'une  des  sphères  des  combles. 
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205.  Problème  :  Circonscrire  une  splicre  à.  un 
tétraèdre,  ou  consâtruire  une  spiière  pa(!«t§iaiit  par 
quatre  points  (fig.  157).  —  Nous  pouvons  toujours  sup- 
poser qu'on  a  mis  une  face  du  tétraèdre  ou  trois  des  points 
dans  le  plan  horizontal.  Nous  avons  donc  pris  les  trois 
points  A,B,C  dans  le  plan  horizontal.  Le  quatrième  point 
est  projeté  au  point  S  dont  on  connaît  la  cote  aS'. 

Le  centre  de  la  sphère  étant  également  distant  des  deux 
points  A  et  G,  se  trouvera  dans  le  plan  vertical  perpendicu- 


I 


laire  au  milieu  de  AC  ;  de  même  il  se  trouvera  dans  le  plan 
vertical  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  ;  ces  deux  plans 
se  coupent  suivant  une  droite  verticale  dont  la  trace  hori- 
zontale est  au  point  de  rencontre  o  des  traces  do  et  /b,  de 
ces  plans  et  qui  est  le  lieu  des  points  également  distants 
des  trois  points  A,B»C. 

Nous  obtiendrons  un  autre  lieu  du  centre  de  la  sphère  en 
construisant  un  plan  perpendiculaire  au  milieu  d'une  des 
trois  autres  arêtes,  l'arête  CS  par  exemple.  Pour  faire  faci- 
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îement  cette  opération,  nous  effectuons  un  changement  de 
plan  vertical  en  prenant  le  plan  qui  projette  la  droite  CS,  et 
pour  ligne  de  terre  L^T^  ;  la  nouvelle  projection  verticale  de 
la  droite  est  CS',,  la  verticale  du  point  o  se  projette  en  oo\; 
le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  CS\  est  per- 
pendiculaire au  plan  vertical,  sa  trace  verticale  est  k\o\,  et 
il  rencontre  la  verticale  oo\  au  point  o\  qui  est  le  centre 
de  la  sphère;  sa  cote  est  too',  ;  en  revenant  au  système 
primitif  LT,  nous  trouvons  en  od  le  centre  de  la  sphère 
cherchée;  son  rayon  est  la  vraie  grandeur  de  la  droite  qui 
joint  le  centre  à  l'un  quelconque  des  sommets,  et  on  le 
construira  facilement. 

Exercices.  —  1°  Construire  une  sphère  passant  par 
trois  points  et  tangente  à  un  plan. 

Prendre  les  trois  points  dans  le  plan  horizontal,  et  le 
plan  perpendiculaire  au  point  vertical. 

2°  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tan- 
gente à  une  droite. 
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Nous  admettrons  qu'il  n'existe  que  cinq  polyèdres  régu- 
liers, et  que  tout  polyèdre  régulier  est  inscriptible  et  cir- 
conscriptible  à  la  sphère. 

La  démonstration  de  ces  propositions  se  trouve  dans  les 
traitésde  géométrie. 

Nous  allons  nous 
proposer  de  cons- 
truire les  projec- 
tions des  polyèdres 
réguliers. 

TÉTRAÈDRE 


206.  Le  tétraèdre 
est  compris  sous 
quatre  faces  qui 
sont     des    triangles 

o 

équilatéraux     égaux 
(fig.  158). 

Plaçons  une  face 
ABC  dans  le  plan 
horizontal,  tout  té- 
traèdre qui  aura 
pour  base  le  triangle 
ABC  et  dont  les 
faces  seront  égales  entre  elles,  aura  son  sommet  projeté 
au  point  S,  centre  du  triangle. 
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Nous  allons  déterminer  la  cote  du  point  S  par  la  con- 
dition que  le  tétraèdre  soit  régulier. 

Nous  remarquons  que  SC  est  la  projection  d'un  côté  du 
tétraèdre,  c'est-à-dire  d'une  ligne  qui  doit  être  égale  à  AC  ; 
par  conséquent  SC  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
rectangle  dont  la  hauteur  est  l'autre  côté  et  dont  Thypoté- 
nuse  est  égale  à  AC. 

Nous  prenons  le  plan  vertical  parallèle  à  SC,  le  triangle 
est  S'sC  et  S's  est  la  cote  du  sommet,  la  projection  verti- 
cale du  tétraèdre  est  A'S'C. 

Remarquons  que  AS'  est  la  vraie  grandeur  de  SD,  c'est- 
à-dire  de  l'apothème  du  triangle  équilatéral  ASA,  et  par 
conséquent  S'A'  est  égal  à  DC. 

Exercices  sur  le  tétraèdre  régulier.  —  !<>  On 
donne  une  droite  Sa,  S'a  située  dans  un  plan  de  profil. 
Cette  droite  est  la  projection  d'une  arête  d'un  tétraèdre 
régulier.  Le  plan  de  profil  qui  contient  la  droite  est  un 
plan  de  symétrie  du  tétraèdre;  le  tétraèdre  est  situé  au- 
dessus  de  la  droite.  Construire  les  projections. 

2°  On  donne  une  droite  oblique  par  ses  deux  projections 
et  deux  points  sur  cette  droite.  La  distance  des  deux  points 
est  la  hauteur  d'un  tétraèdre  régulier,  et  le  plan  qui  projette 
horizontalement  la  droite  est  un  plan  de  symétrie  du 
tétraèdre.  Construire  ses  deux  projections. 

HEXAÈDRE    ou    CUBE 

207.  Chacune  des  faces  est  un  carré.  La  construction  des 
projections  lorsqu'une  des  faces  est  dans  le  plan  horizontal 
est  trop  facile  pour  que  nous  nous  y  arrêtions. 

Nous  allons  dessiner  les  projections  du  cube  quand  une 
de  ses  diagonales  est  verticale  (fig.  159  Ins). 

Cherchons  d'abord  la  grandeur  de  cette  diagonale. 

Nous  formons  en  cabxin  triangle  rectangle  isocèle,  cb  est 
la  diagonale  d'une  face;  au  point  c  nous  menons  une  per- 
pendiculaire égale  au  côté,  et  db  est  la  diagonale.  Nous  la 
plaçons  verticalement  en  bd,  b'd'  et  nous  construisons  le 
rectangle  c'd'g'b'  égal  au  double  de  dcb.  Ce  rectangle,  qui 
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est  la  section  du  cube  par  un  plan  qui  passe  par  la  diao-o- 
nale  et  un  côté,  représente  en  même  temps  ici  la  projec- 
tion verticale  du  solide. 

Remarquons  que  les  trois  arêtes  qui  se  croisent  au  som- 
met dd  sont  également   inclinées  sur  le   plan  horizontal, 
d 


Fig.  159. 

et  font  entre  elles  des  angles  égaux,  leurs  projections  hori 
zontales  seront  donc  trois  droites  rayonnant  du  point  d  et 
faisant  entre    elles   des  angles  égaux,  de  plus  elles  seront 
égales  entre  elles. 

De  même  les  trois  arêtes  partant  du  point  b'b  auront  pour 
projections  horizontales  trois  droites  égales,  et  égales  aux 
trois  arêtes  issues  du  point  d,  faisant  entre  elles  des  angles 
égaux,  l'arête  b' g  se  projettera  en  bg  sur  le  prolongement 
de  l'arête  cd,  et  par  suite  les  autres  arêtes  se  prolongeront 
réciproquement. 


Fig.  \59tt;r. 


218  GEOMETRIE    DESCRIPTIVE 

Donc  les  six  sommets  seront  à  égale  distance  du  centre 
et  sur  des  droites  faisant  entre  elles  des  angles  de  60°.  La 
projection  horizontale  du  cube  est  donc  un  hexagone  régu- 
lier. Les  sommets  c'  et  g  se  projettent  en  c  et  g,  ce  qui  fait 
connaître  la  longueur  des  projections  des  arêtes,  et  en 
joignant  les  sommets  deux  à  deux  on  a  le  contour  du  cube. 
Le  point  d'd  est  un  point  vu,  ainsi  que  les  trois  arêtes 
issues  de  ce  point  sur  la  projection  horizontale.  Nous  avons 

fait  une  projection  verticale 
auxiliaire  sur  un  plan  ver- 
tical LjTj  perpendiculaire 
au    premier,    et  nous   avons 

7^    obtenu    un    autre  aspect    de 

la  projection  du  cube.  Il  est 
facile  de  distinguer  les  par- 
ties vues  et  cachées  sur  cette 
seconde  projection. 

Exercice.  —  On  donne 
par  ses  deux  projections 
une  droite  limitée  à  deux  points  ab,  a'b'.  Cette  droite  est 
le  côté  d'un  cube  ;  on  donne  la  projection  horizontale 
ac  d'une  seconde  arête  du  cube.  Construire  lesprojections 
du  solide. 

OCTAÈDRE 

208.  L'octaèdre  est  le  solide  compris  sous  huit  faces  qui 
sont  des  triangles  équilatéraux  égaux. 

Construisons  un  carré  bcde  dont  le  côté  soit  égal  au  côté 
donné  de  l'octaèdre,  et  menons  les  diagonales  qui  se  cou- 
pent au  point  a.  Cette  figure  peut  être  regardée  comme  la 
projection  horizontale  d'une  pyramide  quadrangulaire  ré- 
gulière dont  nous  allons  déterminer  la  hauteur  par  la  con- 
dition que  chacun  des  triangles,  tel  que  acd  par  exemple, 
soit  la  projection  d'un  triangle  équilatéral.  ae  est  donc  le 
côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoté- 
nuse est  égale  à  ed,  le  troisième  côté  est  la  hauteur  qui, 
par  conséquent,  est  égale  à  ad. 

Nous  prenons  un   plan  horizontal  d'h'   à  une  cote   égale 
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à  ad,  les  quatre  points  bcde  sont  projetés  en  b'c'd'é ,  le 
sommet  a  en  a  et  la  pyramide  est  formée;  nous  lui  super- 
posons une  autre  pyramide  égale  dont  le  sommet  est  en/*/, 
et  nous  avons  ainsi  un  solide  compris  sous  huit  triangles 
équilatéraux. 

Xous  avons  fait  une  projection  verticale  sur  un  plan  L,T, 
parallèle  à  la  diagonale  hd. 

Nous  observons  que  dans  ce  solide  toutes  les  faces  sont 
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Fig.  160 

égales  et  parallèles  deux  à  deux,  mais  que  ces  triangles 
égaux  et  parallèles  sont  disposés  en  sens  inverse. 

Tout  plan  passant  par  deux  côtés  adjacents  coupe  le 
solide  suivant  un  carré. 

Nous  allons  nous  propose?'  de  construire  les  projections 
du  solide  posé  sur  une  de  ses  faces. 

Ainsi  on  donne  la  face  abc  dans  le  plan  horizontal.  Nous 
plaçons  un  côté  perpendiculaire  au  plan  vertical.  Considé- 
rons le  carré  adjacent  au  côté  cb;  son  plan  sera  perpendi- 
culaire au  plan  vertical,  le  côté  du  carré  opposé  à  cb  aura 
donc  pour  projection  verticale  un  point  qui  se  trouvera  à 
une  distance  du  point  c  égale  au  côté  de  l'octaèdre.  Nous 
décrirons  donc  du  point  c  comme  centre  avec  un  rayon  égal 
au  côté  un  arc  de  cercle. 
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De  plus,  ce  côté  du  carré  forme  avec  le  point  a  un  triangle 
équilatéral,  donc  sa  distance  au  point  a  est  égale  à  l'apo- 
thème du  triangle  équilatéral;  nous  décrivons  du  point  a 
comme   centre  pvpp   à c'   comme     rayon,    un  arc   de   cercle 

qui   coupe  le  premier  au 
p' ^  ,.  ,  point  d ^  projection  verti- 

cale du  côté  du  carré  op- 
posé à  hc  Le  plan  du 
carré  a  pour  trace  verti- 
cale V d ,  et  le  carré  se 
projette  horizontalement 
suivant  cdeb.  Le  côté  de 
est  le  côté  d'un  triangle 
équilatéral,  parallèle  à 
cab,  mais  placé  en  sens 
contraire  ;  son  sommet  est 
au  point  ff,  et  il  est  fa- 
cile alors  de  compléter 
les  contours  du  polyèdre  ; 
le  triangle  fed  a  sa  pro- 
jection horizontale  vue,  le  reste  des  parties  vues  et  cachées 
s'en  déduit  immédiatement. 

Exercice.  —  On  donne  deux  points  par  leurs  projec- 
tions, et  la  cote  d'un  troisième  point  qu'on  déterminera 
par  la  condition  que  le  triangle  formé  par  les  trois  points 
soit  équilatéral.    Construire    sur    ce  triangle    un    octaèdre 


Fig.  161. 


régulier. 


DODECAEDRE 


209.  Le  dodécaèdre  est  le  solide  compris  sous  douze 
faces  qui  sont  des  pentagones  réguliers  égaux,  (fig.   162.) 

Nous  plaçons  une  de  ces  faces  abcde  sur  le  plan  ho- 
rizontal, un  des  côtés  étant  perpendiculaire  au  plan 
vertical. 

Au  côté  ed  est  adjacent  un  pentagone  que  nous  pouvons 
supposer  rabattu  sur  le  plan  horizontal  autour  de  de,  il 
coïncidera  avec  abcde,  et  un  sommet  u  sera  rabattu  en  u^, 
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De  même,  au  côté  cd  correspond  un  pentagone  qui,  ra- 
battu, se  confondra  avec  abcde,  et  le  sommet  u  se. rabattrait 
en  11^.  Il  faut  relever  le  point  rabattu  en  «,  et  ri^.  Le  point 
M,  décrit  le  cercle  u^ii  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
ed  (132);  le  point  u^  décrit  le  cercle  u^u  situé  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  cd  (132),  l'intersection  donne  la  projec- 
tion horizontale  u,  et  l'arête  ud  est  évidemment  dirigée 
suivant  un  rayon  du  cercle  circonscrit  au  pentagone. 

Nous  pouvons  déterminer  la  cote  du  point  u  :  c'est  le 
côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  ux  est  un 
autre  côté  et  dont  l'hypoténuse  est  a«/j,  c'est  donc  uu\  et 
l'angle  ii<xu\  est  l'angle  que  fait  avec  le  plan  horizontal  le 
plan  du  pentagone  adjacent  au  côté  cd  (132). 

L'arête  partant  du  point  c  sera  dirigée  encore  suivant  le 
rayon  et  égale  h  du,  ce  qui  nous  donnera  le  point  s.  Il  nous 
reste  à  déterminer  le  dernier  sommet  du  pentagone.  Ce 
sommet  est  à  une  distance  de  la  base  égale  à  l'apothème  du 
pentagone;  prenons  sur  y.u\  une  longueur  a^',  égale  à  l'apo- 
thème, ol.î^  sera  la  projection  de  l'apothème,  le  point  t  situé 
sur  la  perpendiculaire  au  milieu  de  de  sera  le  sommet 
cherché.  Nous  pouvons  donc  obtenir  c/«^  pentagones,  udest, 
scbqr,  bqpna,  naexm,  exvud,  groupés  autour  du  pentagone 
horizontal. 

Les  sommets  usqnx  sont  dans  un  même  plan  horizontal 
dont  la  cote  est  uiî ^. 

Les  sommets  trpmv  sont  dans  un  plan  horizontal  dont 
la  cote  est  t^t\. 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  que  les  dix  sommets  que 
nous  venons  de  trouver  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence. 

Nous  pouvons  superposer  à  cette  première  couronne  de 
six  pentagones,  six  autres  pentagones  placés  en  sens  in- 
verse; ainsi  (^/i  et  ut  seraient  deux  côtés  adjacents,  les  côtés 
ik  et  vl  diriges  suivant  des  rayons  et  égaux  à  du  forme- 
raient avec  Ik  un  pentagone  égal  à  l'un  des  pentagones 
construits,  et  l'on  aurait  les  cinq  pentagones  vlktu,  çlfmx, 
mfgpn,  pgJirq,  rhkts,  et  enfin  le  pentagone  horizontal /^/lA:/, 
égal  au  pentagone  de  base,  inscrit  dans   le  même   cercle, 
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mais  inversement  placé;  ce  pentagone  est  dans  un  plan 
horizontal,  dont  la  cote  au-dessus  des  sommets  trpmv  est 
égale  à  la  cote  des  points  nsrjnx  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal. 

Il  est  donc  facile  de  construire  la  projection  verticale. 
Faisons  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées.  Sur  la 
projection  horizontale,  le  pentagone  supérieur  fghkl  est  vu 
ainsi  que  les  arêtes  qui  partent  de  ses  sommets;  on  complète 
alors  le  contour  du  polyèdre  en  plein,  et  tout  le  reste  est 
caché. 

Sur  la  projection  verticale  tout  est  vu,  parce  qu'il  y  a 
toujours  deux  pentagones  qui  ont  même  projection  ver- 
ticale. 

Nous  avons  construit  une  projection  auxiliaire  sur  un 
plan  vertical  L,Tj  perpendiculaire  au  premier  et  parallèle 
aux  arêtes  bc  et  fl.  La  figure  offre  une  grande  symétrie; 
et  la  distinction  des  parties  vues  ne  présente  aucun  em- 
barras. 

Nous  a\ons  dit  que  les  sommets  se  projetaient  sur  le 
même  cercle.  En  effet,  le  dodécaèdre  est  inscriptible  dans 
une  sphère;  le  centre  est  au  milieu  de  la  hauteur,  et  par 
suite  à  égale  distance  des  deux  plans  horizontaux  p't'p'v'm 
et  s  ci lînx' ,  par  suite  ces  plans  déterminent  dans  la  sphère 
des  cercles  égaux  qui  ont  même  projection  horizontale. 

Nous  observerons  encore  que  toutes  les  faces  sont  deux 
à  deux  parallèles,  égales,  mais  disposées  en  sens  inverse, 
que  tous  les  sommets  sont  deux  à  deux  sur  des  droites 
égales  passant  par  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  et 
partagées  en  ce  point  en  deux  parties  égales.  Toutes  ces 
droites  sont  des  axes;  l'un  d'eux  est  projeté  en  vraie  gran- 
deur en  éh' . 

210.  Nous  allons  nous  propose?'  de  construire  les 
projections  d'un  dodécaèdre  dont  un  axe  est  vertical 
(fig.  163). 

D'un  même  sommet  partent  trois  arêtes  qui  font  avec 
l'axe  des  angles  égaux  et  qui  se  projettent  sur  le  plan  hori- 
zontal suivant  trois  droites  ah,  ac,  ac  faisant  entre  elles 
des  angles  de  120°. 
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Nous  plaçons  une  de  ces  droites  ad^  a'd!  perpendicuhiire 
à  la  ligne  de  terre. 

Les  extrémités  hcd  de  ces  arêtes  sont  sur  une  même 
horizontale,  puisque  les  droites  sont  égales  et  font  des 
angles  égaux  avec  le  plan  horizontal,  donc  leur  distance 
est  la  vraie  grandeur  de  la  diagonale  du  pentagone  qui  forme 
une  des  faces  du  solide  et  elle  se  projettera  suivant  une 
parallèle  à  la  ligne  de  terre;  nous  connaissons  le  côté  du 
dodécaèdre  donné,  nous  pouvons  donc  construire  ce  pen- 
tagone et  la  diagonale,  et  placer  la  longueur  trouvée  entre 
les  deux  lignes  ah  et  ac. 

Soit  hc  la  projection  horizontale  de  la  diagonale;  nous 
allons  déterminer  sa  cote. 

La  distance  ay.  est  la  projection  de  la  distance  du  sommet 
à  la  diagonale,  distance  que  nous  pouvons  connaître.  (Nous 
avons  fait  la  figure  163  avec  les  mêmes  dimensions  que  la 
figure  162,  en  sorte  que  la  diagonale  hc  de  la  figure  163  est 
égale  à  la  diagonale  fh  de  la  figure  162,  et  la  longueur  ax 
est  la  projection  de  la  longueur  ^y) 

Nous  construisons  le  triangle  rectangle  a<xoi  dans  lequel 
ad  est  égal  à  «v  de  la  figure  162;  xx  est  la  cote  de  hc,  et 
l'angle  aaa  est  l'angle  du  plan  du  pentagone  qui  contient 
hac  avec  le  plan  horizontal. 

Nous  prenons  la  longueur  a%  égale  à  l'apothème  du  pen- 
tagone ;  la  longueur  (3^  sera  la  cote  du  côté  opposé  au  som- 
met a,  et  ce  côté  qui  est  horizontal  se  projette  sur  le  plan 
horizontal  suivant  eji/. 

Nous  obtenons  donc  les  trois  pentagones  qui  ont  leurs 
sommets  au  point  «,  et  nous  pouvons  construire  les  projec- 
tions verticales  des  sommets. 

Lestrois  pentagones  sont  :  ahefc,  àb'éfc\  acghd,  ac'ghd' y 
adklhy  ad" kl' h'. 

Nous  considérons  l'extrémité  de  l'axe  opposée  au  point  a. 
Nous  avons  en  ce  point  trois  arêtes  parallèles  aux  arêtes 
inférieures,  dirigées  en  sens  inverse  et  qui  se  projettent 
horizontalement  suivant  xni,  xn,  xp,  égales  aux  précé- 
dentes, sur  lesquelles  nous  établissons  trois  pentagones 
égaux  aux   premiers    et   dont  les   projections   horizontales 
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sont  :  xmqrp,  xpstriy  xnuvm.  Si  nous  menons  ensuite  les 
lignes  ev^  fq,  {>g,  sh,  kt,  lu,  nous  obtiendrons  la  projection 
horizontale  du  dodécaèdre. 

Considérons  le  pentagone  efqmv  et  cherchons  la  cote 
du  point  m  au-dessus  du  plan  horizontal  qui  contient  l'a- 
rête ef. 

La  longueur  '^m  est  la  projection  de  l'apothème  du  pen- 
tagone, par  conséquent  si  nous  construisons  le  triangle 
rectangle  ^mS  dans  lequel  l'hypoténuse  ml  est  égale  à  l'apo- 
thème, l^  sera  la  cote  du  sommet  m,  et  par  suite  celle  des 
sommets  n  et  p  au-dessus  du  plan  horizontal  passant 
par  ef. 

Les  trois  pentagones  supérieurs  sont  parallèles  aux  trois 
inférieurs,  nous  pouvons  construire  les  cotes  de  leurs  som- 
mets. Nous  prenons  au-dessus  du  plan  horizontal  mnp 
une  cote  mx  égale  à  la  cote  aa ,  nous  avons  le  sommet 
supérieur  x  \  nous  prenons  au-dessous  du  plan  mnp  une 
cote  égale  à  la  différence  P(3'  —  aa,  nous  avons  le  plan 
horizontal  dans  lequel  sont  placés  les  sommets  qrstuç. 

Il  est  donc  facile  d'achever  la  projection  verticale. 

La  porctuation  de  la  figure  ne  présente  aucune  diffi- 
culté. 

Exercice,  —  On  donne  trois  points  par  leurs  projec- 
tions. 

Construire  les  projections  d'un  dodécaèdre  régulier  dont 
un  des  points  donnés  est  un  sommet,  et  dont  une  des  faces 
est  le  pentagone  inscrit  dans  le  cercle  passant  par  les  trois 
points. 

ICOSAÈDRE 

211.  L'icosaèdre  régulier  est  le  solide  compris  sous 
vingt  faces  égales  qui  sont  des  triangles  équilatéraux 
(fig.  164). 

On  donne  le  côté  du  triangle  équilatéral. 

On  peut  en  déduire  le  rayon  du  cercle  sur  lequel  serait 
inscrit  un  pentagone  régulier  ayant  pour  côté  la  longueur 
donnée. 
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On  trace  donc  le  cercle  et  l'on  inscrit  le  pentagone  hcdef 
(nous  plaçons  un  des  côtés  cd  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical). La  figure  est  la  projection  horizontale  d'une  pyramide 
régulière,  et  nous  déterminons  la  hauteur  de  la  pyramide 
par  la  condition  que  chacun  des  triangles,  tel  que  cad^  soit 
la  projection  d'un  triangle  équilatéral. 

Le  côté  af  est  parallèle  au  plan  vertical,  décrivons  du 
point  à  comme  centre  avec  un  rayon  égal  au  côté  fb  un  arc 
de  cercle  qui  déterminera  le  point  f  sur  la  verticale  du 
point  f^  les  sommets  hcde  auront  la  même  cote. 

Traçons  un  pentagone  inscrit  dans  le  même  cercle  que  le 
premier  et  disposé  en  sens  inverse,  ses  sommets  étant  au 
milieu  des  arcs  soutendus  par  les  côtés  du  premier  enghklm; 
puis  joignant  les  sommets  des  deux  pentagones,  nous  for- 
mons dix  triangles  hgc,  bgm,  bmf,  mfl,  etc.,  égaux;  déter- 
minons la  cote  du  point  h  par  la  condition  que  le  triangle 
chd  soit  la  projection  d'un  triangle  équilatéral  dont  cd  est 
le  côté  :  hs  sera  la  projection  de  l'apothème  de  ce  triangle  : 
or  nous  avons  cet  apothème  en  vraie  grandeur  en  c'a  ;  du 
point  c  comme  centre  avec  c'a  comme  rayon,  nous  décri- 
vons un  arc  qui  coupe  en  h'  la  verticale  du  point  h;  si  nous 
plaçons  les  sommets  hgklm  dans  le  plan  horizontal  ainsi 
obtenu  nous  formons  dix  triangles  équilatéraux,  égaux  à 
ceux  dont  se  compose  la  pyramide  inférieure.  Au-dessus  de 
ce  second  plan  horizontal  nous  prenons  sur  la  verticale  du 
point  a  une  hauteur  égale  à  la  cote  des  points  b'c'déf; 
nous  obtenons  le  point/»'  qui  est  le  sommet  d'une  pyramide 
pentagonale  régulière  dont  la  face  est  ghklm.  Nous  avons 
ainsi  constitué  le  solide  compris  sous  vingt  faces  triangu- 
laires. 

Nous  avons  fait  une  projection  auxiliaire  sur  un  plan  ver- 
tical Z/jT,,  parallèle  à  l'un  des  côtés  du  pentagone  de  base; 
la  figure  est  plus  symétrique  que  dans  la  première  projection. 
Nous  observons  encore  que  les  sommets  sont  situés  deux 
à  deux  sur  des  droites  égales  passant  par  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  et  qui  sont  des  axes  du  solide;  les  faces 
sont  deux  à  deux  parallèles,  mais  les  triangles  sont  disposés 
en  sens  inverse. 
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212.  Nous  allons  maintenant  construire  une  projection 
de  Vicosaèdre  sur  le  plan  d'une  de  ses  faces  (fig.  165). 

Nous  plaçons  la  face  abc  donnée  dans  le  plan  horizontal, 
une  des  arêtes  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Nous  considérons  la  pyramide  pentagonale  qui  a  son 
sommet  au  point  a  et  dont  un  des  côtés  est  Le.  Nous  allons 
construire  le  plan  du  pentagone  qui  est  la  base  de  cette 
pyramide. 

Ce  pentagone  rabattu  sur  le  plan  horizontal  autour  de 
bc  se  rabattra  suivant  be^d^fc.  Le  point  d^  en  se  relevant 
décrira  un  cercle  dont  le  rayon  est  d^q  et  projeté  en  vraie 
grandeur  sur  le  plan  vertical  suivant  le  cercle  décrit  du 
point  b'  comme  centre  avec  b'd ^  comme  rayon  (132).  Mais 
le  sommet  d  viendra  à  une  distance  du  point  a  égale  au 
côté  de  l'icosaèdre;  par  conséquent  nous  décrivons  de  a 
comme  centre  avec  le  côté  de  l'icosaèdre  comme  rayon,  un 
arc  qui  coupe  le  premier  au  point  d'  qui  est  la  projection 
verticale  du  point  d,  et  nous  en  déduisons  sa  projection 
horizontale. 

Le  plan  du  pentagone  a  pour  trace  verticale  db' . 

La  droite  e^f^,  qui  a  pour  projection  verticale  e\  vient  se 
placer  dans  ce  plan  en  e'f,  ef. 

La  projection  horizontale  du  pentagone  relevé  est  donc 
hedfc,  nous  joignons  le  point  a,  à  aux  différents 
sommets. 

Construisons  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au 
solide  :  nous  prenons  le  centre  w  du  triangle  abc,  nous 
élevons  une  verticale  par  ce  point,  cette  verticale  est  un 
lieu  du  centre  de  la  sphère;  nous  menons  le  plan  perpen- 
diculaire au  milieu  de  ad,  a'd  \  la  trace  verticale  de  ce  plan 
sera  a'w'  perpendiculaire  au  milieu  de  cid'  :  ce  plan  est  un 
second  lieu  du  centre  de  la  sphère,  le  centre  de  la  sphère 
est  donc  le  point  a)',a). 

Si  nous  prenons  les  points  symétriques  des  six  sommets 
obtenus  par  rapport  à  ce  centre,  nous  aurons  les  six  autres 
sommets  de  l'icosaèdre. 

Le  triangle  Ikm,  l'k m  est  horizontal  comme  parallèle  à 
abc.  Il  est  entièrement  vu  sur  la  projection  horizontale,  il 
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est  facile  de  déduire  de  ce   fait  la  disposition  des  parties 
7ues  et  cachées. 

Exeroice.  —  On  donne  deux  points  par  leurs  projec- 
tions, et  la  cote  d'un  troisième  point  qu'on  déterminera  par 
la  condition  que  le  triangle  formé  par  les  trois  points  soit 
équilatéral.  Construire  sur  le  triangle  un  icosaèdre  régu- 
lier. 


DES   OMBRES 


213.  Ombre  d'un  point*  —  On  considère  un  pointa,/! 
et  une  droite  RR',  on  mène  par  le  point  une  parallèle  à  la 

droite  et  l'on  cherche 
ses  traces.  Si  la  droite 
RR'  est  la  direction 
d'une  série  de  rayons 
parallèles,  le  point  A^ 
sera  Vombre  du  point 
a,a  .  Les  plans  de  pro- 
jection étant  supposés 
opaques,  la  trace  ver- 
ticale A„  de  la  droite 
sera  l'ombre  du  point 
aa' ,  en  supposant  que  le 
rayon  ait  d'abord  tra- 
versé le  plan  horizontal, 
ce  sera  une  ombre  vir- 
tuelle. 

La  droite  RR'  pourrait 
être  assujettie  à  passer 
par  un  point  fixe.  On  mènera  alors  par  aa  et  par  le  point 
une  droite  ;  les  traces  de  cette  droite  seront  les  ombres  du 
point  éclairé  par  des  rayons  convergents. 

214.  Ombre  d'une  droite*  —  Considérons  un  autre 
point  b'b',  on  trouvera  de  même  son  ombre  réelle  B/^,  son 
ombre  virtuelle  B„  et  la  droite  A^B^  sera  Vombre  réelle  de  la 
droite  ab,  aU  \  c'est  la  trace  du  plan  mené  par  cette  droite 
parallèlement  à  RR'.  L'ombre  A„B,  sera  l'ombre  virtuelle, 


Fig.  106. 
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et  ces  deux  droites  étant  les  traces  sur  les  deux  plans  de 
projection  du  plan  mené  par  ab^  ab'  parallèlement  à  RR', 
doivent  se  couper  en  un  même  point  de  la  ligne  de  terre. 

L'ombre  est  la  projection  oblique  de  la  droite,  les  pro- 
jetantes étant  parallèles  h  RR'. 

Il  est  inutile  de  répéter  tout  le  raisonnement  pour  montrer 
que  l'ombre  de  la  droite  éclairée  par  un  point  lumineux, 
c'est-à-dire  par  des  rayons  convergents,  est  la  trace  du  plan 
mené  par  la  droite  et  par  le  point. 

Il  peut  arriver  que  Aj  soit  réelle  et  B^  virtuelle  ;  alors 
l'ombre  est  réelle 
jusqu'au  point  a 
où  elle  rencontre 
la  ligne  de  terre, 
elle  est  virtuelle 
dans  l'autre  par- 
tie. Au  contraire, 
l'ombre  sur  le 
plan  vertical  A„B, 
est  réelle  du  point 
B„  au  point  a,  et 
virtuelle  au  delà. 
L'ombre  de  la 
droite  ab,  a'b'  est 
donc  la  ligne  bri- 
sée A^aB^  q  u  e  n  o  u  s 
avons  tracée  en  traits  pleins  sur  la  figure;  on  devra  fixer 
une  convention  pour  les  traits  qui  représentent  les  pro- 
longements virtuels. 

Lorsqu'on  a  les  traces  de  la  droite  dont  on  cherche 
l'ombre,  les  traces  sont  évidemment  leur  ombre  à  elles- 
mêmes,  et  font  partie  des  ombres  de  la  droite  sur  les  plans 
de  projection;  cela  est  d'ailleurs  une  conséquence  de  ce  que 
l'ombre  est  formée  par  les  traces  d'un  plan  passant  par  la 
droite,  et  par  suite  les  traces  du  plan  doivent  contenir  les 
traces  de  la  droite. 

L'ombre  portée  par  une  droite  sur  un  plan  ou  sur  une  sur- 
face quelconque  est  l'intersection  du  plan  mené  par  la  droite 
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parallèlement  aux  rayons  avec  le   plan  ou  avec  la  surface. 
Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  exactement 
au   cas  où  les  rayons,   au  lieu  d'être  parallèles,    sont   des 
rayons  qui  divergent  d'un  point. 

215.  Droite  parallèle  à  un  plan  de  projection. 
—  Si  l'on  considère  une  droite  parallèle  à  un  plan  de  pro- 
jection, la  trace  sur  ce  plan  de  projection  d'un  plan  pas- 
sant par  la  droite,  sera  parallèle  à  cette  droite,  et  si  les 
rayons  sont  parallèles  la  longueur  de  l'ombre  sera  évidem- 
ment égale  à  la  longueur  de  la  droite. 

216.  Ombre  <l*un  polygone. —  On  obtiendra  l'ombre 


Fig.  168. 
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d'un  polygone  en  construisant  les  ombres  de  ses  différents 
sommets.  Les  rayons  passant  par  ces  sommets  formeront 
un  prisme  ou  une  pyramide  d'ombre  selon  que  les  rayons 
sont  parallèles  ou  divergents.  Si  le  polygone  est  parallèle 
au  plan  de  projection,  l'ombre  par  rayons  parallèles  sera 
égale  au  polygone,  l'ombre  par  rayons  divergents  lui  sera 
semblable. 

217.  Ombre  portée  par  une  droite  sur  une 
autre.  —  On  donne  deux  droites  ah,  db'  et  cd,  c'd',  on  les 
éclaire  par  des  rayons  parallèles  à  RR  ,  et  l'on  demande  de 
trouver  l'ombre  portée  par  la  droite  cd  ?,\xt  la  droite  ab  : 
c'est-à-dire  de  trouver  le  point  de  rencontre  du  plan  mené 
par  la  droite  cd  parallèlement  à  RR'  avec  la  droite  ab.  On 
cherche  alors  les  ombres  des  deux  droites  (214),  on  trouve 
A/^Ba  et  QD;,  qui  se  coupent  en  E^  :  Il  y  a  donc  un  rayon 
E^e  qui  rencontre  la  droite  ab  en  e  et  la  droite  cd  en  z.  Ce 
rayon  qui  rencontre  à  la  fois  les  deux  droites  est  une  droite 
du  plan  d'ombre  mené  par  cd;  son  intersection  avec  ab  au 
point  e  est  donc  le  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du 
plan,  c'est-à-dire  l'ombre  de  cd  sur  ab.  D'ailleurs  c'est  le 
point  sî'  de  cd  qui  porte  ombre  en  e  sur  ab. 

La  même  construction  s'applique  évidemment  au  cas  d'un 
point  lumineux. 

218.  Ombre  d'un  corps»  solide.  Polyèdre.  — 
Considérons  maintenant  un  polyèdre,  un  tétraèdre  par 
exemple,  donné  par  ses  deux  projections  abcd,  db'c'd .  Cher- 
chons les  ombres  des  sommets;  ce  sont  les  points  ABCD 
(213),  et  en  joignant  les  points  deux  à  deux,  nous  avons  les 
ombres  des  arêtes.  On  voit  alors  que  le  contour  ABC  est  le 
contour  utile  de  l'ombre,  le  point  D  tombe  dans  l'intérieur 
de  ce  contour,  en  sorte  que  les  ombres  AD,  DB,  CD,  sont 
inutiles. 

Mais  quand  on  doit  ainsi  trouver  l'ombre  d'un  polyèdre, 
il  faut  s'efforcer  de  reconnaître  comment  le  rayon  glisse  sur 
le  corps  de  manière  à  ne  pas  construire  des  ombres  inutiles. 

Nous  prenons  pour  exemple  un  dodécaèdre  donné  par 
ses  deux  projections  (fig.  170). 

Nous   commençons  par  chercher  un  sommet  qui  donne 
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une  ombre  utile.  La  disposition  de  la  figure  permet  de  juger 
à  première  vue  que  le  rayon  qui  passe  par  le  point  ad  et 
qui  porte  son  ombre  A,,  touchera  extérieurement  le  solide 
sans  le  pénétrer  ni  avant  ni  après  le  point  de  contact;  le 
point  aa'  sera  un  point  de'la  ligne  de  séparation  d'ombre 
et  de  lumière  sur  le  dodécaèdre,  le  point  A„  un  point 
d'ombre  utile.  S'il  y  avait  doute  on  couperait  le  solide  par 


Fig.  169. 

u.n  plan  vertical  parallèle  au  rayon  et  passant  par  le  point 
aa' .  Ce  plan  couperait  le  solide  suivant  un  polygone,  et 
l'on  verrait  quels  sont  les  rayons  extrêmes  situés  dans  le 
plan  et  ayant  un  seul  point  commun  avec  le  solide. 

La  droite  ah,  a'U  est  ici  perpendiculaire  au  plan  vertical 
et  son  ombre  est  A^B,.  ;  arrivé  au  point  bb\  le  rayon  peut 
suivre  l'arête  hp  ou  hc,  mais  il  est  évident  que  le  rayon  pas- 
sant par  le  point  pp'  traversera  immédiatement  le  solide, 
donc  le  rayon  suit  bc  dont  l'ombre  est  B„C„;  arrivé  au  point 
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c,c\  le  rayon  peut  suivre  l'arête  es  ou  l'arête  cd;  s'il  sui- 
vait es,  il  est  clair  qu'au  point  s  en  particulier  le  rayon  devrait 
avoir  traversé  d'abord  le  solide  pour  passer  par  ce  point; 
donc  le  point  s, s  n'est  pas  un  point  de  la  ligne  de  sépara- 
tion et  le  rayon  doit  suivre  l'arête  cd,  cd' .  Cette  arête  a 
pour  ombre  C„D„,  réelle  jusqu'au  point  x,  mais  qui  se  brise 
au  point  a  pour  se  retourner  sur  le  plan  horizontal  suivant 
oDa;  arrivé  au  point  d,d'  le  rayon  pourrait  suivre  dt  ou  de, 
il  est  clair  qu'il  doit  suivre  de,  d'e  ,  et  sans  répéter  le  même 
raisonnement  il  est  facile  de  voir  qu'il  parcourt  ef,  e'f,  puis 
fg,  f'g,  ensuite  gk,  g  k'  ;  l'ombre  de  gk,  gk  est  G^K^  qui 
coupe  la  ligne  de  terre  au  point  ^  et  se  retourne  ^K„.  Le 
rayon  parcourt  ensuite  kl,  Im,  et  revient  enfin  au  point  aa  . 

La  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  ou  la  sépara- 
trice est  donc  ahcdefgklni.  —  a'b' c'd'e'f  gk'lrn  .  Les  arêtes 
ainsi  déterminées  sont  situées  entre  une  face  obscure  et  une 
face  éclairée. 

On  voit  que  l'ombre  portée  est  l'ombre  de  la  séparatrice, 
on  pourrait  donc  construire  les  ombres  de  toutes  les  arêtes 
du  polyèdre,  et  examinant  quelles  sont  celles  dont  les 
ombres  forment  le  contour  extérieur  de  l'ombre  portée,  on 
aura  les  arêtes  qui  constituent  la  séparatrice. 

219.  Ombre  d'uiie  droite  sur  un  polyèdre.  — 
On  considère  une  pyramide  qui  a  pour  base  cdefg  dans  le 
plan  horizontal,  son  sommet  est  au  point  SS';  et  une  droite 
ah,  a'U  donnée  par  ses  deux  projections  (fig.  171). 

Nous  éclairons  l'ensemble  par  des  parallèles  à  une  direc- 
tion RR'. 

Pour  obtenir  l'ombre  de  la  pyramide  nous  cherchons 
l'ombre  S/,  de  son  sommet  et  nous  joignons  cette  ombre  aux 
traces  des  arêtes;  le  contour  extérieur  de  l'ombre  est 
formé  par  les  ombres  extérieures  S^d  et  S^/;  par  conséquent 
les  arêtes  S^,  SW  et   S/",  S'/"'  constituent  la  séparatrice. 

Nous  construisons  l'ombre  de  la  droite  (214),  le  point  a 
est  la  trace  horizontale,  le  point  h,  h'  fait  son  ombre  en  B^ 
et  l'ombre  de  la  droite  est  aB^,  qui  coupe  les  ombres  des 
arêtes  aux  points  lim^k^r^  que  nous  ramenons  sur  les  droites 
par  des  parallèles  au  rayon  en  Imrk;  le  plan  d'ombre  delà 
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droite  dont  la  trace  est  «B/,  rencontre  la  base  de  la  pyra- 
mide aux  points^  et  q  qui  appartiennent  à  l'ombre  portée 
dont  le  contour  est  prklmq.  Il  faut  observer  que  les  ombres 
des  arêtes  noyées  dans  l'ombre  générale  doivent  être  repré- 
sentées suivant  une  convention  particulière,  de  même  que 
les  lignes  bn,  l'm'  et  hj,  ïq  qui  sont  tracées  sur  des  faces 
entièrement  ombrées. 

Les  parties  d'ombre  propre  ou  portée  utiles  mais 
cachées,  telles  que  y?r,  la  partie/?  et  /.V  doivent  être  repré- 
sentées en  points  ronds. 

Reiua,r(|ue.  —  Si  la  droite  est  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  de  projection,  au  plan  horizontal  par  exemple,  le 
plan  d'ombre  sera  le  plan  vertical  passant  par  la  droite  et 
dont  la  trace  sera  parallèle  à  la  projection  horizontale  du 
rayon.  Les  points  de  rencontre  des  arêtes  avec  ce  plan  se 
relèveront  simplement  en  projection  verticale. 

220.  Oiubre  portée  par  deux^  polyèdres  Puii  sur 
l'autre»  —  C'est  l'intersection  d'un  des  polyèdres  avec  le 
prisme  ou  la  pyramide  d'ombre  qui  s'appuie  sur  la  sépara- 
trice de  l'autre.  C'est  donc  l'intersection  de  deux  polyèdres, 
et  l'on  peut  appliquer  les  constructions  que  nous  avons  indi- 
quées d'une  manière  générale  (172-176).  Cependant  on 
peut  employer  la  méthode  des  projections  obliques  qui 
conduit  souvent  à  des  tracés  plus  simples.  Nous  prenons 
pour  exemple  le  dodécaèdre  construit  sur  la  figure  162; 
et  nous  traçons  un  polygone  que  nous  prenons  horizontal 
1.2.3.4.5.6.,  l'2'3  4'5'6'  qui  sera  la  base  d'un  prisme 
oblique    parallèle  à  RR'   (fig.    172). 

Ce  polygone  représente  la  séparatrice  d'un  second 
polyèdre,  cette  séparatrice  ne  serait  pas,  en  général,  un 
polygone  plan;  mais,  ainsi  qu'on  le  verra,  la  nature  de  ce 
polygone  est  indifférente.  Nous  figurons  l'ombre  portée 
par  le  dodécaèdre  sur  le  plan  horizontal,  en  construisant 
les  ombres  de  toutes  ses  arêtes  (218);  l'ombre  delà  sépara- 
trice du  second  polyèdre  est  le  polygone  1.2.3.4.5.6. 
Quelle  que  soit  cette  séparatrice,  on  obtiendra  toujours  un 
polygone  dans  le  plan  horizontal. 

Nous  remarquons  que   l'ombre  AB  du  côté   aZ>,  àb  est 
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croisée  au  point  a,  par  l'ombre  du  côté  2,  3  ;  donc  il  y  aune 
parallèle  au  rayon  qui  s'appuie  sur  les  deux  lignes  ;  et  le 
côté  2,  3  porte  ombre  au  point  y.  situé  à  la  rencontre  de  cette 
parallèle  et  du  côté  ah,  a  h  (217).  Le  point  a  est  le  point 
où  le  côté  ah,  a  h'  perce  la  face  2,  3  du  prisme.  Le  sommet 
2  est  projeté  obliquement  dans  l'intérieur  de  deux  faces  du 
dodécaèdre,  la  face  EKLBA  et  la  face  FXCAE,  mais  il  est 
clair  que  l'arête  du  prisme  qui  passe  par  ce  sommet  ren- 
contre" d'abord  la  face  eklha,  et  c'est  sur  cette  face  qu'il 
portera  ombre  utile.  Nous  menons  la  droite  A2j3j  que  nous 
relevons  par  des  parallèles  au  rayon  en  f/|3  et  le  point  y  où 
cette  ligne  rencontre  l'arête  du  prisme  menée  par  2  est  le 
point  cherché.  Nous  ne  construisons  pas  le  second  point 
inutile  comme  ombre,  mais  si  l'on  voulait  appliquer  cette 
méthode  à  l'intersection  du  prisme  et  du  polyèdre,  on  ferait 
une  construction  analogue  dans  la  (ace  f/icae.  Le  côté  1,  2 
rencontre  EK  au  point  §,,  nous  relevons  ce  point  en  c  par 
une  parallèle  au  rayon. 

Le  sommet  1  est  projeté  obliquement  sur  les  faces  MFE 
KG  et  FNCAE,  il  est  facile  de  voir  qu  il  rencontre  d'abord 
la  première  de  ces  faces  :  nous  menons  la  droite  ElOj  que 
nous  relevons  par  des  parallèles  au  rayon  en  e6  et  nous 
obtenons  le  point  de  rencontre  X  de  l'arête  i  avec  la  face. 
Le  point  de  sortie  s'obtiendrait  de  la  même  manière  si  l'on 
considérait  l'intersection  complète  du  prisme  et  du  dodé- 
caèdre indépendamment  de  la  question  d'ombre.  L'ombre 
du  côté  1,  6  sort  de  la  face  MFEKG  au  point  s^  sur  l'arête 
KG,  et  nous  ramenons  ce  point  en  s  par  une  parallèle  au 
rayon.  Le  point  6  se  trouve  projeté  sur  les  faces  GKLHR 
et  FNVXM  ;  il  est  clair  que  le  point  d'entrée  est  sur  la  pre- 
mière de  ces  faces,  nous  le  construisons  à  l'aide  de  la  droite 
L6jA,.  (Du  reste,  nous  avons  une  autre  indication  résultant 
de  ce  que  le  polygone  pour  être  continu  doit  passer  de  la 
face  mef^k  à  la  face  adjacente,  dont  l'arête  est  croisée  par 
le  côté  1,6.)  Le  point  obtenu  est  le  point  -. 

Les  arêtes  6,  5  et  LH  donnent  le  point  pj  que  nous  relevons 
en  p;  le  point  5  porte  son  ombre  au  point  7  que  nous  rele- 
vons à  l'aide  de  la  droite  HD  (qui  passe  par  hasard  par  le 
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point  5).  et  enfin  les  séparatrices  se  rencontrent  au  point  ç, 
que  nous  relevons  en  s  et  qui  limite  l'ombre  portée  utile. 

Le  contour  de  cette  ombre,  qui  n'est  qu'une  partie  du 
polygone  d'intersection  des  deux  polyèdres,  est  a^flXtr.pzi. 

Nous  avons  indiqué  comment  on  obtiendrait  le  reste  de 
l'intersection,  nous  pouvons  ajouter  que  l'intersection  pré- 
senterait un  cas  à'arrachement  parce  que  les  ombres  ne  se 
superposent  qu'en  partie. 

La  projection  verticale  de  cette  ombre  se  relève  soit  sur 
les  arêtes  du  prisme,  soit  sur  les  arêtes  du  dodécaèdre;  on 
peut  ainsi,  comme  nous  lavons  fait  pour  le  point  s,  c,  rele- 
ver le  point  sur  une  des  droites  auxiliaires  (ici  c'est  la 
droite  h'd\  hd)  qui  ont  servi  à  le  construire. 


PROJECTIONS   COTÉES 


221.  Nous  pensons  qu'il  est  nécessaire  de  compléter 
l'étude  de  la  ligne  droite  et  du  plan  en  montrant  comment 
on  résout  les  problèmes  par  la  méthode  des  projections 
cotées 

Nous  avons  déjà  exposé  le  principe  de  cette  méthode  et 
nous  le  rappelons  ici. 

Un  point  est  défini  par  sa  projection  sur  un  plan  et  par 
sa  distance  au  plan. 

On  choisit  le  plan  de  projection  horizontal,  réellement 
perpendiculaire  au  fil  à  plomb,  et  les  distances  au  plan  sont 
des  hauteurs  verticales,  qu'on  inscrit  à  côté  de  la  projection 
du  point. 

On  écrit  donc  à  côté  de  chaque  point  un  nombre  qui  in- 
dique la  distance  au  plan,  ou  la  hauteur  au-dessus  du  plan. 
Ce  nombre  se  nomme  la  cote  du  point. 

Pour  que  ce  nombre  donne  une  indication  réelle,  dont 
on  puisse  se  servir,  il  faut  choisir  une  unité  de  longueur; 
ainsi  l'on  écrit  à  côté  d'un  point  le  nombre  10,  il  faut  con- 
venir que  ce  nombre  10  représentera  des  mètres  ou  des  dé- 
cimètres, ou  telle  autre  unité  de  longueur  qu'il  plaira  de 
choisir. 

Dans  la  pratique,  on  exprime  les  distances  réelles  au  plan 
en  mètres,  et  comme  il  serait  souvent  impossible  de  repré- 
senter sur  des  feuilles  de  dessin  les  longrueurs  avec  leurs 
crrandeurs  réelles,  on  convient  de  les  diminuer  dans  un  cer- 
tain   rapport. 

222.  Echelle*  —  On  établit  ce  même  rapport  entre  les 
distances  des  points  entre  eux,  afin  que  toutes  les  parties 
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de  la  figure  conservent  les  unes  par  rapport  aux  autres  les 
mêmes  relations  ;  et  ce  rapport  se  nomme  échelle  du  dessin. 

On  dessine  une  figure  semblable  à  la  projection  réelle,  et 
toutes  les  longueurs  qu'on  obtiendra  par  des  constructior^s 
ou  qu'on  calculera  comme  nous  l'indiquerons  devront  être 
multipliées  par  le  rapport  inverse  de  l'échelle  pour  faire 
connaître  les  grandeurs  de  l'espace. 

Par  extension  on  donne  le  nom  d^échelle  à  une  figure  qui 
représente  le  rapport  de  similitude  et  qu'on  trace  de  ma- 
nière à  pouvoir  y  mesurer  des  longueurs  quelconques 
placées  sur  le  dessin.  Ainsi  tout  dessin  exécuté  par  la  mé- 
thode des  projections  cotées  doit  être  accompagné  d'une 
échelle  tracée  d'après  un  type  analogue  à  celui  de  la  figure 

1 
qui    représente    1  échelle    de    tt^   ou     1    centimètre    pour 

^  ^  100  ^ 

1  mètre. 

Echelle^  d^   £^0     (  o"!oj  poitr  /"'/ 


Fig.  173. 

On  voit  qu'on  doit  diviser  une  partie  en  longueurs  repré- 
sentant 1  mètre,  et  ajouter  à  gauche  une  division  entière 
partagée  en  dixièmes,  de  manière  qu'on  puisse  prendre  une 
longueur  telle  que  4^,20  par  exemple  avec  une  seule  ouver- 
ture de   compas. 

223.  Inscription  des  cotes.  —  Les  cotes  des  points 
s'inscrivent  en  chiflPres  dessinés  parallèlement  au  bord  infé- 
rieur de  la  feuille  de  dessin 


LIGNE  DROITE 

224.  Une  droite  est  déterminée  par  deux  points. 

Ainsi  l'on  donne  le  point  a  cote  i,25,  le  point  b  coté  2,50; 
ces  deux  points  (fig.  174)  déterminent  une  droite  et  tous  les 
points  de  cette  droite  ont  leurs  projections  sur  ah. 
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225.  Problème.  —  Etant  donnée  la  projection  d'un 
point  d'une  droite,  trouver  sa  cote  (fig.   174). 

La  projection  du  point  est  c.  Imaginons  le  plan  vertical 
oui  projette  la  droite  et  rabattons-le.  Le  point  a  vient  en  a  , 
tel  que  aa   représente  1«',25  à  léchelle  du  dessin  (nous  la 

supposons  égale  à  tââ)  • 

Le  point  h  vient  en  //,  tel  que  bU  représente  2"°, 50;  le 
point    c  vient    en    c' ;    nous 

prenons    une    ouverture    de  ^.'-] 

compas  égale  à  et',  nous  la 
portons  sur  l'échelle  à  partir 
de  la  division  0,  nous  trou- 
vons 1™,90.  C'est  la  cote  du 
point  c. 

Dans  la  pratique  des  pro- 
jections cotées  on  ne  fait 
pas   ces    rabattements;    me- 

c  c  (te 

nous  l'horizontale  a  c  .h' .,  nous  obtenons  ^77^^=     ^. 

0  0^       ab 

b'b\  est  la  différence  de  cote  entre  les  points  a  et  i  = 

2m,50  _  l">,25=r,25. 

On  mesure  à  l'échelle  ac  =  1™,35,  ab  =  2", 70,  et  l'on  en 

j,j  .  ,  ,  j.rr,  ,  l«»,25xl'°,35 
déduit  c  c  ^,  dinerence  de  cote  entre  a  et  c  == ^^      — — 

=  0m,65  ;  alors  la  cote  du  point  c  =  l'n,25  -|-  0"",65  =  1^,90. 
On  fait  toujours  ainsi  l'opération  arithmétique  de  la  qua- 
trième proportionnelle. 

226.  Problèmet  —  Placer  sur  une  droite  un  point  de 
cote  donnée.  La  droite  est  donnée  par  les  points  1,25  et  2,50 
(fig.  174),  placer  sur  cette  droite  le  point  dont  la  cote  est 
1,90.  La  proportion  précédente,  dans  laquelle  l'inconnue 
est  la  longueur  ac,  va  nous  donner  le  point. 

c'c\  =  1,90  —  1,25  =  0,65,  b'b\  =  1,25. 

On  mesure  ab  sur  l'échelle,  et  l'on  trouve  2"',70. 

2,70  X  0,65 


ac 


1,25 


l'",35. 
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On  prend  sur  l'échelle  la  longueur  qui  correspond  à 
1™,35  et  on  la  porte  de  a  en  c. 

Le  point  C  est  le  point  cherché. 

Points  à  cote  ronde.  —  On  applique  ce  calcul  à 
la  détermination  des  points  dont  la  cote  est  un  nombre  exact 
de  mètres  et  qu'on  nomme y?o/«?5  à  cote  ronde. 

Ainsi  cherchons  sur  la  droite  le  point  dont  la   cote  est 

2  mètres.  Soit  x  la  distance  de  ce  point  au  point  a,  nous  calcu- 

n           0,75x2,70      ,     r,c. 
Ions  la  quatrième  proportionnelle  :r= ï~or =  1™,d^. 

Nous  prenons  sur  l'échelle  1™,62  et  nous  obtenons  le  point 
d  coté  2  mètres. 

Nous  pouvons  déterminer  de  la  même  manière  le  point 
coté  3  mètres  ;  ici  nous  remarquons  que  nous  avons  le  point 
h  coté  2™, 50,  et  prenant  hf^=  bd,  nous  aurons  le  point/ 
coté  3  mètres. 

Désormais  il  est  facile  de  placer  les  autres  points  à  cote 
ronde,  et  l'on  peut  intercaler  les  points  à  cote  fractionnaire, 
en  partageant  la  distance  des  points  dans  le  rapport  de  la 
fraction  à  l'unité;  et  souvent  on  place  à  vue  des  points 
compris  entre  deux  cotes  fractionnaires  bien  déterminées. 

227.  Définition.  Intervalle.  —  La  distance  qui 
existe  sur  le  dessin  entre  les  projections  de  deux  points  à 
cote  ronde  distants  verticalement  de  1  mètre  se  nomme 
Yintervalle.  Et  lorsque  la  projection  est  donnée,  ainsi  que 
l'intervalle  et  la  cote  d'un  point,  la  droite  est  déterminée. 

Trace  de  la  droite.  —  On  obtient  la  trace  de  la  droite  en 
cherchant  le  point  de  cette  droite  dont  la  cote  est  nulle 

228.  Problème.  —  Mener  par  an  point  une  parallèle 

à  une  droite. 

On  donne  une  droite  ah 
par  deux  points  à  cote 
ronde.  On  veut  mener  par 
un  point  c,  coté  5,25, 
une  parallèle  à  la  droite 
(fig.  175). 

Les  deux  droites  étant 
parallèles    ont  leurs  pro- 


S.s^ 


Fig.  175. 
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jections  patallèles  et  les  intervalles  égaux.  Traçons  cd  pa- 
rallèle à  ah,  cherchons  le  point  coté  5,00  sur  cette  ligne;  la 
difFérence  de  cote  entre  le  point  5,00  et  le  point  c  est  égale 

1  ,      . 

à  y  de  l'unité  de  hauteur,  la  distance  entre  les  deux  points 

sera  égale  à  ^  de  l'intervalle,   nous  prenons  fy^==y   kli    et 

le  point  fa  la  cote  5,00.  Il  faut  porter  la  longueur  du  côté 
convenable  pour  que  les  deux  droites  descendent  dans  le 
même  sens. 

Ensuite  on  connaît  rintervalle=A7i  et  l'on  peut  coter  la 
droite  cd. 

229.  Droite  liorizontale.  —  Une  droite  horizontale 
a  tous  les  points  à  la  même  cote:  on 
peut  écrire  en  deux  points  le  même 
chiffre;  il  vaut  mieux  (fig.  176)  écrire 
une  seule  fois  la  cote,  mais  pai'allèle- 
ment  à  la  ligne,  et  non  plus  parallèle- 
ment au  bord  inférieur  de  la  feuille  de 
papier. 

230.  Problème.  Trouver  la  distance  de  deux  points 
donnés  par  leurs  cotes. 

La  distance  des  deux  points  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  qui  a  pour  côté  de  l'angle 
droit  la  distance  des  projections, 
et  pour  autre  côté  de  l'angle  droit 
la  différence  des  cotes  (fig.  177). 
Ainsi  on  connaît  les  deux  points 
a  (7,25)  et  b  (11,75)  la  différence  de  cote=4,50. 

La  longueur  ab  mesurée  sur  l'échelle  du  dessin=2,40. 
La  distance  des  deux  points  =  v^(4,5)"-|-(2,4)''=5,l. 

231.  Problème.  —  Prendre  sur  une  droite  à  partir 
d'un  point    une    longueur    égale    à    une  longueur   donnée 

(fig-  i77). 

On  veut  prendre  sur  la  droite  ab  à  partir  du  point  a  une 
longueur  de  3  mètres. 

On  commence  par  calculer  la  longueur  dont  la  projection 
est  l'intervalle,  c'est-à-dire    la   distance   réelle    qui  sépare 

is 


Fig.  176. 


Fig.  177. 
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deux  points  dont  les  cotes  diffèrent  de  1  mètre,  le  calcul 

est  semblable  à  celui  que  nous  venons  d'effectuer;  ensuite 

on  remarque  que  les  longueurs  réelles  sont  proportionnelles 

à  leurs  projections. 

Soit  /  la  distance  réelle  correspondante  à  l'intervalle,  x  la 

X      3 
projection  cherchée  et  i  l'intervalle  :  on  a  —  =  -t. 

Lorsque  l'on  connaît  la  distance  de  deux  points  a  et  i, 

dont  la  distance  réelle  est  de  5™.l;  la  projection  ah  ayant 

pour  longueur  mesurée  à  l'échelle  2™40,  on  calcule  x  par  la 

X  3 

proportion  2^  =  ^. 

232.    ProIjSènie.   —  Déterminer  l'angle  que  fait   une 
droite  ai^ec  le  plan  de  projection  (fig.  174). 

Cet  angle  est  l'angle  aigu  du  triangle  rectangle,  tel  que 

a'b'.b'  dans  lequel  on  a  b'b' ,  =  a'b\'Xtgaf  d'où  fjO-x=— ryA- 
1  1  1        <_  a  I)  ^ 

Connaissant  deux  points  de  la  droite  on  peut  donc  calcu- 
ler la  tangente  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  horizontal. 
Lorsqu'on  connaît  l'intervalle  i,  l'expression  de  tgy.  devient 
1 

1 

Définition.  Pente.    —    La    quantité  -  est   ce    qu'on 

nomme  la  pente  de  la  droite,  et  l'on  donne  autant  que  pos- 
sible une  droite,  non  pas  par  la  valeur  de  l'angle  y.  qu'elle 

1 

fait  avec  le  plan   de  projection,  mais  par  sa  pente,   ^  par 

exemple,  ce  qui  veut  dire  que  la  droite  est  parallèle  à  l'hy- 
poténuse d'un  triangle 
rfctanele  dont  la  hauteur 
est  égale  h  l'unité,  et  la 
base  ésale  à  5  unités. 

o 

Une  droite  dont  on  donne 
la  projection  est  donc- 
déterminée  par  la  cote 
d'un  de  ses  points  et  la 
pente. 


Fig.  178. 
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Ainsi  on  donne  (fig.  178)  le  point  a  d'une  droite  coté  8,0, 

1 
et  la  pente  de  j  descendant  de  avers  h,  on  porte  sur  ah  une 

longueur  égale  à  4  mètres  à  l'échelle  du  dessin,  soit  4  cen- 

1  \ 
tiniètres  (toutes  les  figures  sont  faites  à  l'échelle  de  ^„^  j,  et 

l'on  a  le  point  h  coté  7,00.  La  droite  est  alors  déterminée. 
Condition  pour  que  deusc  droites  se  coupent. 

—  Il  est  clair  que  les  projections  doivent  se  croiser  et  que 
les  droites  doivent  avoir  même  cote  au  point  de  rencontre 
de  ces  projections. 

233.  Remarque.  —  Nous  avons  montré  comment  il 
fallait  avoir  recours  aux  calculs  pour  faire  les  déterminations 
que  demande  la  méthode  des  projections  cotées;  il  semble  au 
premier  abord  qu'il  serait  plus  commode  de  prendre  les  pro- 
jections verticales  des  droites  sur  lesquelles  on  opère,  et  de 
mesurer  directement  les  longueurs  qui  représentent  les  cotes. 

Dans  les  applications  des  projections  cotées,  il  arrive  le 
plus  souvent  que  les  longueurs  horizontales  sont  extrême- 
ment grandes  par  rapport  aux  dimensions  verticales;  ainsi 
dans  les  dessins  des  cartes,  tracés  de  canaux,  de  routes,  de 
chemins  de  fer,  de  fortifications,  des  différences  de  hauteur 
de  quelques  mètres  correspondent  souvent  à  des  longueurs 
de  plusieurs  centaines  de  mètres.  L'échelle  du  dessin  est 
nécessairement  prise  en  raison  des  dimensions  en  longueurs. 

L'échelle  de  -r—-, — ,  dans  laquelle   1  millimètre  représente 
1,000  ^  ^ 

1  mètre,    est  une  des  plus  grandes.    Si  l'on  veut  faire  les 

déterminations  de   cotes  par    le  tracé,  on  ne  peut    obtenir 

sur  une   longueur  mesurée    sur   l'échelle   une    erreur  plus 

petite  que  ^k  ^^  millimètre  qui  correspond  à  10  centi- 
mètres, et  l'on  arrive  à  des  erreurs  trop  grandes  pour 
l'exécution  du  travail  que  le  dessin  doit  représenter. 

La  méthode  des  projections  cotées  est  donc  différente  de 
ce  que  nous  avons  appelé  Géométrie  cotée,  puisque  la  géo- 
métrie cotée  fait  un  usage  constant  des  projections  verti- 
cales auxiliaires 
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234.  Le  plan  peut  toujours  être  défini  par  trois  points  ou 
deux  droites  qui  se  coupent,  ou  par  sa  ligne  de  plus  grande 
pente.  C'est  cette  dernière  détermination  qui  est  seule  en 
usage  dans  les  projections  cotées,  et  l'on  y  ramène  toutes 
les  autres.  Nous  prions  le  lecteur  de  se  reporter  à  la  pre- 
mière partie  de  ce  traité  (§  43-46),  et  nous  rappelons  seu- 
lement les  propriétés  de  la  ligne  de  plus  grande  pente. 

Elle  est  perpendiculaire  aux  horizontales  du  plan  et  sa 
projection  est  perpendiculaire  aux  projections  des  horizon- 
tales. Elle  fait  avec  le  plan  horizontal  le  même   angle   que 

le  plan.  Une  ligne  de  plus 
grande  pente  suffit  pour  le 
déterminer. 

On  donne  une  droite  ai  par 
deux  points  a  :  coté  8,00  et  b 
coté  12,00.  Cette  ligne  est  la 
ligne    de    plus    grande    pente 
âoo^^  '\  '\  d'un  plan;  on  connaît  la  pro- 

jection    horizontale     c     d'un 
point,    on    demande    sa    cote 
(fig.    179).    Imaginons  l'hori- 
zontale du  plan  qui  passe  par 
le  point  c,  sa  projection  hori- 
zontale est  c<;?  et  croise  la  ligne 
de  plus  grande  pente  du  plan  au  point  r/,  dont  on  peut  dé- 
terminer la  cote  qui  est  la  même  que  celle  du  point  c.   On 
trouve  dans  notre   figure  que  le  point  c  a  pour  cote  10,80 
En  général,   quand  on  connaît  une  ligne  de  plus  grande 


O    lO.Oé 


Fig.  179. 
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pente  d'un  plan,  on  gradue  cette  droite  en  y  plaçant  dans 
toute  l'étendue  utile  les  points  à  cote  ronde,  et  en  inscrivant 
les  cotes  parallèlement  aux  horizontales;  la  ligne  prend  le 
nom  d'échelle  de  pente,  on  la  représente  par  deux  traits  de 
grosseur  inégale  (l'un  très  fin),  sur  lequel  on  amorce  les 
horizontales. 

235.  Problème*  —  Un  plan  étant  donné  par  deux 
droites  qui  se  coupent,  ou  trois  points,  construire  son  échelle 
de  pente. 

On  donne 
deux  droites  ab 
et  ac  qui  se  croi- 
sent au  point  a 
coté  9,30,  le 
point  b  est  coté 
6,60,  le  point  c 
coté  7,50  (fig. 
180). 

On  cherche 
sur  les  deux 
droites  un  point 
à  même  cote, 
par  exemple  le 
point  coté  8,0,  et  l'on  joint  les  deux  points  ainsi  obtenus; 
la  ligne  ef  est  une  horizontale  du  plan  des  deux  droites, 
on  lui  mène  une  perpendiculaire  quelconque  kh,  c'est  la 
projection  de  la  ligne  de  plus  grande  pente. 

On  cherche  sur  l'une  des  droites  le  point  à  cote  ronde 
différant  d'une  unité  du  point  8,0,  par  exemple,  le  point  9,0 
sur  la  ligne  ab,  et  l'on  mène  une  parallèle  ef;  on  obtient 
sur  l'échelle  de  pente  l'intervalle  8-9,  et  on  le  reporte  de 
manière  à  graduer  l'échelle. 

On  définit  donc  un  plan  par  un  point,  sa  pente  (qui  est 
celle  de  son  échelle  de  pente),  la  projection  de  cette  échellç 
ou  la  direction  des  horizontales. 

236.  Problème*  —  Mener  par  un  point  dans  un  plan 
donné  une  droite  de  pente  donnée. 

Le  plan  est  donné  par  son  échelle  de  pente  (//'(fig.  181). 


Fig.    180. 


246 


GEOMETRIE   DESCRIPTIVE 


On  donne  le  point  a  du  plan  (nous  l'avons  placé  immé- 
diatement sur  une  horizontale),  on  veut  mener  par  ce 
point  une  droite  située  dans  le  plan  et  dont  la  pente  soit 

égale  a  ^. 

Nous  allons  chercher  le  point  où  cette  droite  rencontrera 
l'horizontale  9,0  du  plan. 

Ce  point  sera  coté  9,0,  la  différence  de  cote  avec  le  point 

a  est  de  1  mètre  ;  donc 
la  distance  horizontale 
qui  doit  séparer  le 
point  a  du  point  c  doit 
être  égale  à  3  mètres. 
Nous  décrivons  du 
point  a,  comme  centre 
\  avec  un  rayon  égal  à 
\  3  mètres,  un  arc  de 
cercle  qui  rencontre 
l'horizontale  9,0  aux 
points  è  et  c,  il  y  a 
donc  deux  solutions, 
et  la  droite  cherchée 
\  peut  avoir  pour  projec- 
tion ab  ou  ac. 

Il  est  éi>ident  que  la 

pente  de  la  droite  doit  être  plus  faible  que  la  pente  du  plan. 

Si  elle  est  égale,  l'arc  de  cercle  touchera  l'horizontale  de 

même  cote,  et  la  ligne  tracée  dans  le  plan  sera  une  ligne 

de  plus  grande  pente. 

237.  Problème.  —  Faire  tourner  un  plan  autour  d'un 
axe  çerlical. 

On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente  fh, 
on  se  propose  de  faire  tourner  ce  plan  autour  d'un  axe  ver- 
tical qui  perce  le  plan  en  un  point  projeté  au  point  a  et 
dont  la  cote  est  connue  (fig.  182). 

Tous  les  points  du  plan  décriront  des  cercles  horizontaux 
autour  de  l'axe,  et  une  horizontale  quelconque  restera  dans 
le  plan  horizontal  qui  la  contient:   de  plus,  elle  sera  cons- 
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tamment  tangente  à  un  cercle  décrit  dans  le  plan  horizontal 
qui  la  contient,  ayant  son  centre  sur  l'axe,  et  pour  rayon 
la  distance  de  l'axe  à  l'horizontale. 

Les  projections  de  tous  les  centres  sont  confondues  avec 
le  point  a,  puisque  l'axe  est  vertical. 

Ainsi  l'horizontale  6,0  du  plan  restera  tangente  au  cercle 
décrit  du  point  a  comme  centre  avec  la  distance  du  point  a 
à  la  droite  comme  rayon.  Décrivons  ce  cercle  hc,  situé  dans 
le  plan  horizontal  6,0;  une  tangente  quelconque  dk  à  ce 
cercle  peut  être  regardée  comme  une  position  particulière 
de  l'horizontale  6,0.  Le  point  a  du  plan  n'a  pas  changé,  et 


Fig.  182 

la  droite  ad  menée  par  le  point  de  contact  est  une  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan  dont  on  a  les  cotes  aux  points  a  et 
d.  On  peut  donc  figurer  une  parallèle  mn  à  cette  droite,  et 
la  graduer,  de  manière  qu'elle  ait  un  point  sur  l'horizontale 
dk,  et  cette  parallèle  mn  sera  une  échelle  de  pente  du  plan 
dans  la  nouvelle  position  où  nous  l'avons  amené  après  la 
rotation. 

238.  Problème.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  de 
pente  donnée. 

La   droite  est    ab    (fig.    183),  on   veut  mener  par   cette 

.    1 
droite  un  plan  dont  la  pente  soit  5. 
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La  ligne   de  plus  grande  pente  doit  donc  être  telle  que 
l'intervalle  soit  égal  à  3.  (Ici  3  centimètres  à  l'échelle   de 

ÎÔO, 

Traçons  par  le  point  a  pris  sur  la  droite  une  ligne  quel- 
conque am  que  nous  coterons  de  manière  à  lui  donner  la 

1 
pente  de  ^  {am^:^?>  centimètres). 

Cette  ligne  pourra  être  considérée  comme  une  position 
particulière  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  cher- 


21.  o/m,'' 


Fig.  183. 

ché,  si  l'on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  la  verticale  du 
point  a. 

Dans  cette  rotation  le  cercle  décrit  par  le  point  m  sera 
dans  le  plan  horizontal  dont  la  cote  est  11,0,  et  l'horizon- 
tale 11,0  du  plan  restera  toujours  tangente  à  ce  cercle. 

Le  plan  doit  passer  par  la  droite,  donc  le  point  11,0  de  la 
droite  sera  sur  l'horizontale  11,0  du  plan. 

Menons  par  le  point  h  côté  11,0  une  tangente  hd  au 
cercle,  nous  obtenons  l'horizontale  11,0  du  plan  qui  est 
déterminé  en  outre  par  le  point  a  dont  la  cote  est 
connue. 

L'échelle  de  pente  est  perpendiculaire  à  hd,  nous  la  figu- 
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rons  en  ef,  nous  la  cotons  11,0  au  point  e  et  nous  prenons 
l'intervalle  ef=^ad.  On  peut  mener  du  point  b  une  seconde 
tangente  bc  qui  fournit  une  seconde  solution,  l'échelle  de 
pente  de  ce  second  plan  est  gh;  son  intervalle  est  égal  à 
celui  du  premier  plan. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'on  puisse 
mener  par  le  point  b  une  tangente  au  cercle,  c'est-à-dire 
que  ab  soit  plus  grand  que  am;  il  faut  donc  que  la  pente 
du  plan  soit  plus  grande  que  la  pente  de  la  droite. 

Si  les  deux  pentes  sont  égales,  il  n'y  aura  qu'une  seule 
solution,  et  ab  sera  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan 
construit. 

239.  Problème»  —  Construire  l'intersection  de  deux 
plans. 

L'échelle  de  pente  du  premier  plan  est  ab,  l'échelle  de 
pente  du  second  plan  est  de  (fig.   184). 

Considérons  dans  les  deux  plans  les  horizontales  à  la  cote 


'j.o\y' 


■xl  M 


Fîg.  184. 

13,0,  elles  sont  dans  un  même  plan  et  se  rencontrent  en  un 
point /"qui  appartient  à  l'intersection. 

Les  horizontales  12,0  se  rencontrent  en  un  point  g. 

Les  horizontales  11,0  se  rencontrent  en  un  point  h. 

Tous  ces  points  appartiennent  à  l'intersection  des  deux 
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plans  et  doivent  être  en  ligne  droite.  La  ligne  d'intersection 
est  en  même  temps  graduée  à  ses  points  de  rencontre  avec 
les  diverses  horizontales. 

240.  Problèfue.  —  Construire  l'intersection  de  deux 
plans  dont  les  échelles  de  pente  sont  parallèles  en  projection. 

Les  échelles  de  pente  sont  ab  et  cd  parallèles,  mais  les 
intervalles  sont  différents  sur  ces  échelles,  et  les  plans  ne 
sont  pas  parallèles  (fig.  185) 

Les  horizontales  perpendiculaires  à  des  droites  dont  les 
projections  sont  parallèles,  sont  parallèles  entre  elles;  les 


Fig.  185. 

deux  plans  se  coupent  suivant  une  horizontale  dont  il  faut 
obtenir  un  point. 

Nous  coupons  par  un  troisième  plan  dont  nous  prenons 
arbitrairement  l'échelle  de  pente  efet  la  pente. 

Nous  construisons  l'intersection  des  plans  ah  et  ef;  nous 
obtenons  la  droite  hk;  nous  construisons  l'intersection  des 
plans  ci  et  ef,  nous  obtenons  la  droite  mn.  Ces  deux  droites 
sont  dans  le  plan  efet  se  rencontrent  au  point  projeté  en  p. 

L'intersection  des  deux  plans  proposés  est  la  droite  hori- 
zontale pq. 

Nous  fixons  sa  cote  au  moyen  de  la  cote  du  point  où  elle 
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rencontre  une  des  échelles  de  pente  ;  le  point  r  situé  sur  ab 
serait  coté  11,20.  C'est  la  cote  de  l'intersection  des  deux 
plans. 

Exercice.  —  Construire  l'intersection  de  deux  plans 
dont  les  échelles  de  pente  sont  presque  parallèles  en  pro- 
jection. 

241.  Problème*  —  Construire  le  point  de  rencontre 
d'une  droite  et  d'un  plan. 

Le  plan  est  donné  par  l'échelle  de  pente  ab. 

La  droite  a  pour  projection  cd  (fig.  186). 

Nous  faisons  passer  par  la  droite  un  plan  quelconque;  il 
suffit  de  mener  par  les  points  cotés  de  la  droite  des  parallèles 


Fig.  186. 

mf  ti  ph  à  une  direction  ai^bitraire,  elles  déterminent  un 
plan,  dont  il  est  même  inutile  de  figurer  l'échelle  de  pente, 
et  dont  elles  sont  les  horizontales;  ainsi  nous  plaçons  la 
droite  mf  à  la  cote  10,0  et  la  droite  ph  à  la  cote  11,0. 

Les  horizontales  de  même  cote  de  ce  plan  et  du  plan 
proposé  se  rencontrent  aux  points  fe\  h:  les  deux  plans  se 
coupent  suivant  fh  qui  croise  la  droite  donnée  au  point  k. 
Le  point  k  est  le  point  de  rencontre  cherché;  il  est  sur  la 
droite,  sa  cote  est  facile  à  obtenir  :  ici  sa  cote  est  11,15. 


252 


GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 


DROITES   ET  PLANS 


PERPENDICULAIRES 


242.  Quand  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  sa 
projection  horizontale  est  perpendiculaire  à  la  trace  hori- 
zontale du  plan. 

La  projection  de  la  perpendiculaire  à  un  plan  est  donc 

perpendiculaire  aux 
horizontales,  ou  pa- 
î-allèle  à  l'échelle  de 
pente  du  plan. 

Ainsi  considérons 
un  plan  dont  ab  est 
l'échelle  de  pente  (fig. 
187).  Nous  prenons 
un  point  c  du  plan 
sa  cote  est  12,0,  et 
nous  traçons  par  ce 
point  une  parallèle  c<^ 
à  l'échelle  de  pente. 
Cette  parallèle  est  la 
projection  d'une  per- 


Fig.  187. 


pendiculaire  au  plan  mené  par  le  point  c  ;  il  faut  coter  cette 
ligne .  Imaginons  le  plan  vertical  dont  la  trace  est  cd,  et  rabat- 
tons-le sur  le  plan  horizontal  11,0,  le  point  c  viendra  en  c, 
la  longueur  ce  étant  égale  à  1  mètre;  le  point  d  ne  change 
pas,  et  la  droite  cd  représente  la  trace  du  plan  donné  sur  le 
plan  vertical;  menons  par  c  une  perpendiculaire  à  cette 
droite,  cette  perpendiculaire  c'f  est  le  rabattement  de  la 
perpendiculaire  cherchée. 

Si  nous  désignons  par  a  l'angle  de  pente  du  plan,  et  par 
P  l'angle  de  pente  de  la  perpendiculaire,  ces  deux  angles 
étant  complémentaires  nous  aurons  : 
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1  1 

Or  tga  =  ~,  tg^=-.;  i  et  i  étant  les  intervalles  du  plan 

i  i 

et  de  la  perpendiculaire,  donc 

»  iLz=loui'=i. 

ii'  i 

Les  intervalles  sont  donc  réciproques. 

Ainsi  l'intervalle  sur  l'échelle  de  pente  étant  égal  à 
2  mètres,  l'intervalle  sur  la  perpendiculaire  est  égal  à 
1  m 

i_  =  0n>,50. 
2 

Nous  portons  donc  à  partir  du  point  c  sur  la  perpendi- 

1  \ 

culaire  des  longueurs  égales  à  0™,05  (à  échelle  de  j^j  et 

nous  avons  les  points  de  la  perpendiculaire  dont  les  cotes 
diffèrent  de  1  mètre. 

D'ailleurs  il  est  évident  que  les  cotes  doivent  être  placées 
de  manière  que  la  perpendiculaire  descende  dans  le  sens 
opposé  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan. 

243.  Problèiue.  —  Mener  une  perpendiculaire  à  un 
plan  par  un  point  extérieur  (fig,    186). 

Le  plan  est  donné  par  son  échelle  de  pente  ah.  Le  point 
est  le  point  m  coté  15,0. 

La  projection  de  la  perpendiculaire  est  mn  parallèle  à 
l'échelle  de  pente;  son  intervalle  est  inverse  de  celui  du  plan; 
l'intervalle  du  plan^2  mètres,  l'intervalle  sur  la  perpendi- 

culaire  -^r  =0™,50,  nous  portons  des  intervalles  égaux  à 

O'^B  en  cotant  en  sens  inverse  de  l'échelle  de  pente.  Ou 
pourra  construire  ensuite  le  point  de  rencontre  de  la  per- 
pendiculaire avec  le  plan  en  suivant  la  méthode  exposée 
(241),  et  l'on  pourra  calculer  la  distance  du  point  au  plan 
(230). 

244.  Problème*  —  Mener  par  un  point  une  perpendi- 
culaire à  une  droite. 

La  droite  donnée  est  ab,  le  point  donné  est  le  point  c 
coté  8,00.  (fig.  188). 

L'échelle  de  pente  doit  être  parallèle  à  la  projection  de 
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la  droite;  nous  traçons  cd  parallèle  à  ah.  L'intervalle  sur  le 
plnn  doit  être  inverse  de  l'intervalle  sur  la  droite 

L'intervalle  sur  la  droite=ln>,50, 

1 

l'intervalle  du  plan=  ,— ^;7r=0™>66. 
i,5l) 

Nous  portons   sur  l'échelle    cd  des 

longueurs  égales  à  0"*,0066  (à  l'é- 

,    ,,      ,      1  \  et    no'^    cotons  les 
chelle   de^j 

points  de  manière  que  l'éclclle  des- 
cende en  sens  inverse  de  la  droite. 
Distance  du  point  à  la  droite. 
On  construira  comme  nous  l'avons 
montré   le  point  de  rencontre  de  la 
droite    et   du   plan,    on  joindra   ce 
point  au  point  c  et  l'on  calculera  la 
longueur  de  cette  droite. 
245.  Problème.  —  Rabattre  un  plan  sur  un  plan  hori- 
zontal, a 

On  donne  l'é- 
chelle de  pente 
d'un  plan  ab,  un 
point  c  du  plan 
coté  12,65  (fig. 
189).  On  se  pro- 
pose de  rabattre 
le  plan  et  le  point 
sur  le  plan  hori- 
zontal 10,0. 

Calculons  la  dis-  <". 
tance  réelle  de  deux 
points  de  l'échelle 
de  pente  dont  les 
cotes  difiPèrent  de 
1  mètre;  l'inter- 
valle est  égal  à  1  mètre;  la  distance  =  \/l -|-1  =  V^2  =  1,41. 
Le  plan  étant  rabattu  autour  de  l'horizontale  10,0  qui 
reste  fixe,  l'horizontale  11,0  se  rabattra  suivant  une  droite 


Fig.   189. 
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parallèle  distante  de  la  première  de  l'^,41,  et  si  nous  por- 
tons sur  une  droite  fh,  parallèle  à  l'échelle  de  pente,  des 
longueurs  égales  à  1,41,  nous  aurons  le  rabattement  d'une 
échelle  de  pente,  c'est  l'échelle  de  division  du  plan  rabattu, 
et  les  horizontales  du  plan  se  rabattent  suivant  des  perpen- 
diculaires passant  par  les  points  de  division. 

La  position  du  point  c  par  rapport  aux  horizontales  du 
plan  ne  changera  pas  dans  le  rabattement;  nous  prenons 
sur  l'échelle  fh  le  point  12,65  et  nous  menons  la  perpendi- 
culaire à /"A;  le  point  c  sera  rabattu  sur  cette  ligne.  D'autre 
part,  ce  point  se  rabattra  sur  une  perpendiculaire  à  la  char- 
nière, c'est-à-dire  à  l'horizontale  10,0,  donc  son  rabatte- 
ment est  C. 

246.  Problème.  —  Relever  un  plan  r  ah  au  u  (fig.  189). 
Relevons  le   point  D   que  nous   considérons   comme   un 

point  du  plan,  rabattu  avec  lui.  Ce  point  D  se  relève  sur  la 
perpendiculaire  D/n  à  la  charnière  ;  si  l'on  cherche  la  position 
du  point  D  par  rapport  aux  horizontales  rabattues,  on  trouve 
qu'il  correspond  à  13,50;  il  viendra  donc  se  placer  sur  l'hori- 
zontale 13,50  du  plan  relevé;  sa  position  est  donc  le  pointe/. 

247.  Problème.  —  Construire  l'angle  de  deux  droites. 
Nous  supposons  que  les  deux  droites  ah  et  cd  se  coupent 

au  point  /",  qui  est  le 
sommet  de  l'angle  et 
qui  est  coté  12,75 
(fig-  190). 

Nous  cherchons  sur 
chaque  droite  le  point 
coté  10,0,  et  nous 
traçons  la  ligne  ac 
qui  est  une  horizon- 
tale du  plan  des  deux 
droites. 

Nous  rabattons  le  plan  autour  de  cette  horizontale  sur  le 
plan  horizontal  10,0;  le  point /'vient  sur  la  perpendicu- 
laire fh  à  l'horizontale  à  une  distance  du  point  h  égale  (à 
\/(i;5Ô74^(2;75)''=2™,30  (la  longueur  mesurée  hf=  1^,50 
et  la  différence  de  cote  est  2^,75). 
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Nous  prenons  AF  =  2™,30,  et  nous  joignons  le  point  F 
aux  points  a  et  c;  l'angle  aFc  est  l'angle  cherché. 

248.  Problème.  —  Construire  l'angle  de  deux  plans. 

Les  échelles  de  pente  des  deux  plans  sont  ah  et  cd 
(fig.  191).  Nous  construisons  l'intersection /"A. 


Fig.  lyi. 


Nous  menons  par  le  point  h  un  plan  perpendiculaire  à 
l'intersection,  l'échelle  de  pente  est  parallèle  à/'A,  nous  pla- 
çons une  de  ses  horizontales,  passant  par  h  perpendiculaire 
à  hf,  et  nous  la  cotons  11,0,  nous  plaçons  l'échelle  de  pente 
de  ce  plan  perpendiculaire  en  pq. 

Nous  calculons  l'intervalle  fh  =  2"',05. 

i 

L'intervalle  du  plan  perpendiculaire=i^-7r^ =0,48;  nous 
^        *     ^  z,0o 

pouvons  graduer  l'échelle  de  pente  en  faisant  descendre  les 
cotes  en  sens  inverse  de  celles  de  la  droite  fh. 

Nous  pouvons  construire  les  intersections  du  plan  pq 
avec  le  plan  ab  et  avec  le  plan  cd;  ce  sont  les  droites  hm  et 
hl,  et  l'angle  de  ces  deux  droites  fera  connaître  l'angle  des 
deux  plans.  Nous  rabattons  cet  angle  autour  de  ml  qui  est 
l'horizontale  12,0  du  plan;  le  point  h  se  rabat  en  H  à  une 
distance  ?U=  ^  1  +  (0,48)'  =  1°»,12,  et  l'angle  mUl  est  l'an- 
gle cherché. 
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249.  Problème.  —  Construire  V angle  d'une  droite  et 
d'un  plan. 

L'angle  d'une  droite  aveu  un  plan  est  l'angle  que  lait  la 
droite  avec  sa  projection  sur  le  plan;  on  peut  donc  cons- 
truire la  projection,  en  prenant  d'abord  le  point  de  ren- 
contre de  la  droite  et  du  plan,  en  abaissant  d'un  point  de 
la  droite  une  perpendiculaire  sur  le  plan.  Il  est  préférable 
ici  de  se  contenter  d'abaisser  d'un  point  de  la  droite  une 
perpendiculaire  sur  le  plan  et  de  prendre  l'angle  des  deux 
droites  qui  est  le  complément  de  l'angle  cherché. 

250.  Problème.  —  Construire  la  plus  courte  distance 
de  deux  droites. 

On  donne  la  droite  ab  et  la  droite  cd  (fig.    192). 


JO.C* 


Ji» 


Fig.  192. 

On  se  propose  de  construire  la  perpendiculaire  com- 
mune. 

Construisons  un  plan  parallèle  à  la  fois  aux  deux  droites  : 
par  un  point  fcoté  12,0  pris  sur  ab,  nous  menons  la  paral- 
lèle fh  a  cd;  ta  est  l'horizontale  13,0  de  ce  plan. 

Nous  menons  une  perpendiculaire  au  plan  par  le  point  f; 
la  projection  de  cette  perpendiculaire  est  fk  perpendiculaire 

17 


258  GÉOMÉTRIE    DESCRIPTIVE 

à  l'horizontale  ta  ;  son  intervalle  est  inverse  de  l'intervalle 
f\f  du  plan  ;  fi>  =  0",72,   l'intervalle  de  la  perpendi'^alaire 

1 

=  l'^jSS;  la  perpendiculaire  est  donc  cotée,  et  nous 


0,72 
avons  soin  de  la  faire  descendre  en  sens  inverse  du  plan. 

Nous  conduisons  par  chaque  droite  un  plan  parallèle  à 
la  perpendiculaire,  V intersection  des  deux  plans  sera  la  per- 
pendiculaire commune. 

Le  plan  de  ah  et  de  kf  est  un  de  ces  plans;  Im  est  l'ho- 
rizontale 11,0  de  ce  plan,  bn  est  l'horizontale  10,0. 

Nous  traçons  par  le  point/?  coté  11,0  sur  cd  la  parallèle 
pq  à  la  perpendiculaire.  Le  plan  de  cd  et  de pq  est  le  second 
plan  ;  qn  est  son  horizontale  10,0. 

Les  horizontales  10,0,  bn  et  qn  se  croisent  au  point  n 
qui  est  un  point  de  l'intersection  ;  d'ailleurs  cette  ligne  doit 
être  parallèle  à  kf,  nous  pouvons  tracer  sa  projection  sur, 
qui  s'appuie  sur  les  deux  droites  aux  points  s  et  /•.  On  doit 
vérifier  que  la  cote  du  point  s  obtenue  sur  la  droite  sur 
dont  on  connaît  l'intervalle  égal  à  l'intervalle  de  rf,  est  la 
même  que  celle  qu'on  obtiendrait  sur  la  droite  ba.  Une  vé- 
rification analogue  se  ferait  pour  le  point  /•. 

On  calculerait  la  longueur  de  la  ligne  sr  ainsi  que  nous 
l'avons  montré  précédemment  (230). 

Nous  reviendrons  dans  la  seconde  partie  du  cours  sur 
cette  méthode,  et  nous  en  montrerons  les  applications  aux 
surfaces 
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